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VII. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatarozd meg az A = {%

\/abc + \/c € N } halmazt, elemei felsorolasé-

val! Faluvégi Meldnia, Zilah
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
\/abc + /c € N

egyenértéki azzal, hogy o

abc ++/c = k?, ahol k € N. (3 pont)
Mivel ¢ szamjegy és \/c € N, kovetkezik, hogy ¢ = m?, amibél ¢ € {0,1,4,9}. (3 pont)
Igy +/c € {0,1,2,3}, viszont \/c # 1 és \/c # 3 mert ezekben az esetekben k? utols6 szamjegye 2
lenne és teljes négyzet utolsd szamjegye nem lehet 2. (3 pont)

Marad tehat leellendrizni a ¢ € {0,4} eseteket.
1. eset: c=0

ab0 = k2,

kovetkezik, hogy ab0 oszthaté 10-zel. De mivel ab0 négyzetszam, ab0 oszthaté 100-zal, (3 pont)
tehat ab0 € {100,400, 900}. (3 pont)

2. eset: c =14
Innen kovetkezik y/c = 2, ebbél pedig k? utols6 szamjegye 6, tehat ( )
ab6 = k? és k utolsé szamjegye 4 vagy 6 lehet. ( )
Igy ab6 € {196, 256,576,676}, és igy abc € {194,254, 574, 674}. (3 pont)
Az 1. és 2. esetekbdl tehat A = {100, 194, 254, 400, 574,674, 900}. ( )

2. feladat (30 pont). Marci lefrta a v/1,v/2,v/3, . .., v/30 szamokat kiilonb6z6 oszlopokba tigy, hogy
barmelyik két oszlopot valasztja ki, legyen az oszlopoknak egy-egy eleme, amit 6ssze tud adni. Marci
a v/a és Vb szamokat pontosan akkor tudja sszeadni, ha a gyokok alol ki tud emelni természetes
szamokat ugy, hogy a gyokok alatt ugyanaz maradjon mindkét szamban. Példaul a v/2 és a v/8 = 2v/2
szamokat Marci Ossze tudja adni, de a /2 és v/6 szamokat nem tudja osszeadni.

a) Hatérozd meg hany Gsszeadhato szamokbol allo szampar képezhetd, amelyben a tagok kiilonbo-
zGek?
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b) Legfeljebb hany oszlopot tud Marci képezni a megengedett szabélyok szerint? Valaszodat indo-
kold!

Koncse Baldzs, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Megnézziik, legfeljebb hany szampar van, amely Gsszeadhaté szamokbol all a v/1,v/2,...,4/30
szamok kozott.

Osszeadhatoak a v/1,v4,v9,16,v/25 szamok (teljes négyzetek), ezekbdl Gsszesen 10 szampar

képezhetd. (3 pont)
Osszeadhatoak a \/5, \/g, V18 szamok, ezekbdl 6sszesen 3 szampar képezhetd.
Osszeadhatoak a v/3,v/12, /27 szamok, ezekbdl Gsszesen 3 szampéar képezhetd. (3 pont)

Osszeadhatoak a (v/5,v/20), (vV/6,v/24), (v/7,1/28) szamparok tagjai, ami tovabbi 1 +1+1 = 3 szam-

par. Ez 6sszesen:10 4+ 3 + 3 + 3 = 19 szampar. (3 pont)
b) Egy lehetséges tablazat:
1. oszlop | 2. oszlop | 3. oszlop | 4. oszlop | 5. oszlop | 6. oszlop

V1

V4

Vo

V16

V25

V2

V8

V18

V12

V21

V28

V3

V5
V6
VT

A fennmarado szamokat barhova beirhatjuk. Igy egy helyes kitoltést kapunk 6 oszlop esetén.
(12 pont)

Megjegyzés. Ha 5 oszlop teljesiti a feltételt, akkor 3 pont jar, ha pedig 5 oszlop teljesiti és a 6.
oszlop részlegesen, akkor 6 pont jar.

Ha létezne egy 7 oszlopos kitolthets tablazat, akkor barmely két oszlophoz tartozna legalabb egy olyan
szampar, amelyet Osszeadhato szamok alkotnak. Az oszlopokat szémozzuk meg balrél jobbra 1-t6l
7-ig. Az els6 oszlophoz 6 maésik oszlopot parosithatunk, a mésodikhoz tovabbi 5-6t, a harmadikhoz
tovabbi 4-et és igy tovabb. (3 pont)
Osszesen tehat

6+5+4+3+2+1=21

kiilénbo6z6 6sszegre lenne sziikség. Mivel azonban az adott szamokbol csak 19 kiilonb6z6 dsszeadhato
tagu szampar hozhato létre, igy egy 7 oszlopos tablazat nem tolthetd ki az adott feltétel betartasaval.
Tehat legfeljebb 6 oszlopos tablazat alakithato ki. (3 pont)
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3. feladat (20 pont). Adottak az x és y nullatol kiilonboz6 természetes szamok, amelyek teljesitik

a kovetkezs Osszefiiggést:
2026  x 2027

<<
2027 y 2028
a) Igazold, hogy az x és y nem egymas utani szamok!

b) Mennyi az = + y legkisebb értéke, ha y = x 4 a és a € N*?

Gaspdr Edit, Zilah
Hasas Tiinde, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Tegytik fel, hogy x és y egymast kovets természetes szamok, ekkor y = = + 1. (2 pont)

Az egyenlétlenség igy irhato:
2026 x 2027

< .
2027 < r+1 2028

Kiilon vizsgalva a két egyenlGtlenséget:

2026 x ) x 2027

— < < —. 2 pont
2027 S w+1 w4+l 2028 (2 pont)
Atalakitva:
x> 2026 és x < 2027.
Ez lehetetlen, mivel x természetes szam. (4 pont)
Tehat a feltevés hamis, vagyis x és y nem egymas utani természetes szamok. (2 pont)

b) Legyen y = = + a, ahol a € N, a > 2 (mivel az a = 1 esetet targyaltuk az a) alpontban). Ekkor

az egyenlGtlenség igy alakul:
2026 x 2027

< < .
2027 z+a 2028

Az el6z6 modszerrel eljarva kapjuk:

2026a < z < 2027a. (4 pont)
Ha a = 2, akkor
4052 < x < 4054,
amibdl x = 4053. Ekkor y = 4055. (2 pont)
Igy = +y = 4053 + 4055 = 8108. Ha a értékét noveljiik, akkor # + y csak nagyobb lesz, tehat a
legkisebb Gsszeg: 8108. (2 pont)
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A b) alpont mdsodik megolddsa. Mivel T valodi tort, ezért © < y. Az adott egyenlétlenség felirhato
Y
a kovetkezd alakban:

l———<—-<1—-—. (2 pont)
A megfelels atalakitasokat elvégezve kapjuk, hogy

2027 < —— < 2028. (2 pont)
y—x

Vizsgaljuk a y — x lehetséges értékeit. Ha y — x = 1, akkor 2027 < y < 2028, ami lehetetlen. Ha
y—x = 2, akkor 4054 < y < 4056, amibdl y = 4055, igy x = 4053. Ekkor x+y = 4053+4055 = 8108.

(2 pont)

Ha y — x > 3, akkor y és x értéke is tovabb novekszik, ezért az x + y Osszeg is nagyobb lesz. Tehat
az x + y legkisebb értéke: 8108. (2 pont)
|

4. feladat (20 pont). Az A, B és C kozéppontu korok paronként kiviilrsl érintik egymaéast az M,
N és P pontokban tgy, hogy M € AB, N € BC és P € AC. Legyen K az NM egyenesnek az A
kozépponti korrel valé masodik metszéspontja. Az A és C kozéppontu kérokben vedd fel rendre a
PF és NE atmércket!

a) Bizonyitsd be, hogy KA || BC!
b) Igazold, hogy a K, P és E pontok kollinearisak!

¢) Mutasd ki, hogy a KF és FM egyenesek altal alkotott szog kongruens az M PN szoggel!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A BMN é AMK egyenls szartu haromszogek, mert BM = BN é AM = AK sugarak.

(2 pont)

Mivel BMN = AMK = BNK = AK N, amelyek belss valtoszogek, (2 pont)
ezért KA || BC. (2 pont)
b) Mivel KA || CE, ezért KAC = ACE (belss valtoszogek) (2 pont)
és az AKP illetve CEP egyenl§ szaru haromszogek, ezért APK = CPE. (2 pont)
Mivel A, P és C kollinearis pontok, ezért K, P és E pontok is kollineérisak. (2 pont)
c) Mivel a PNE félkorbe irt haromszog, ezért NP L KE. (2 pont)
Es FMP is egy félkorbe irt haromszog, ezért PM 1 FM. (2 pont)
Tehat (KE, FM) = M PN, mert meréleges szara szogek. (2 pont)
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Hivatalbol 6sszesen: 10 pont.

Tovabbi pontszam 6sszesen: 90 pont.

FONTOS TUDNIVALO!

Az els6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 3-nak tobbszorose
kell legyen, az utols6 két feladat esetében minden javité minden részpontszama 2-nek
tobbszorose kell legyen. Tehat a javitokulcsban megadott pontokat csak akkor lehet
felbontani, ha azok 3-nal, illetve 2-nél nagyobbak és ebben az esetben is csak 3, illet-
ve 2 tObbszoroseire. Ez érvényes az esetleges alternativ megoldasokra is, amelyek a
javitokulcsban megadott megoldastol eltérnek.

5/5



