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IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat (10 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan a

\/x+2\/m+\/x+6—4\/2x7—:(x—3)\/§

egyenletet!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletben megjelend kifejezések 1étezési feltétele alapjan:

20 —4 >0, 24+6—4V2x—4>0 és xz—32>0,

ahonnan x € [3, c0). (1 pont)
214
Ha az y = v/2x — 4 helyettesitést alkalmazzuk, akkor x = v és barmely = > 3 esetén y > /2.
(1 pont)
Az egyenlet y-ban
244 244 244
\/y;— +2y+\/y; +6—4y:(y; —3)\/5, (1 pont)
ami atirhato
(y+2)°  [y—4)" -2
= 1 t
\/ 5 + 5 7 (1 pont)
alakba, vagyis
y+2+4 |y —4=y* -2 (1 pont)
Ha y € [\/5, 4}, akkor = € [3, 10] és az egyenlet
y+2—y+d=y>—-2 (1 pont)

alakba frhat6, ahonnan y? = 8 és igy x = 6 € [3, 10] az adott egyenlet egyik megoldasa. (1 pont)
Ha y € (4, 00), akkor
y+2+y—4=y" -2,

vagyis y? — 2y = 0, ahonnan y = 0 ¢ (4, c0) vagy y = 2 ¢ (4, 00). (1 pont)
Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa z = 6. (1 pont)
[ |
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Madsodik megoldds. Az egyenletben megjelend kifejezések létezési feltétele alapjan:
20 —4 >0, z4+6—-4v2x—4>0 é xz—3>0,

ahonnan z € [3, 00). (1 pont)
Legyen

A=z ++V8x—16 ¢és B:\/x+6—\/32x—64.

Felhasznaljuk az 6sszetett gyok azonossigat: minden a,b > 0 és a? — b > 0 esetén

m:\/a—l—\émi\/a—\/?m.

Az A=+/z+ /8x — 16 esetén a = = és b = 8x — 16, igy
c=Va2—b=Va2-8r+16= /(v —4)2 = |z — 4|,

ezért a fenti képlet alapjan
—4 —|lz—4
A:\/x—H; |+\/x |;C | (1 pont)

Hasonl6an, B = \/x +6 —/32x — 64 esetén a = x + 6 és b = 32x — 64, igy
= Va2 —b=+/(x+6)2— (320 —64) = /(z — 10)2 = |z — 10|,

ezért a fenti képlet alapjan

B:\/x+6+2|x—10|_\/x+6—2|x—10|' (1 pont)

Az egyenlet atirhato, mint A+ B = (z — 3)V/2 <—

/x—|—|x—4| \/x—|x—4| \/$+6+’$—10| \/x+6_2|x_10|—(3;_3)\/§, (2 pont)

I. eset. Ha z € [3,4), akkor |z — 4| =4 — z, |x — 10| = 10 — z, ezért

A:\/x+;l—x+\/x—(2—x) V34 Vil

B:\/x+6—|—210—x_\/x+6—2(10—x):2\/—_@'

Igy A+ B = 3v/2, tehat 3v2 = (z — 3)v/2, ahonnan = = 6, de 6 ¢ [3,4), tehat ebben az esetben
nincs megoldas. (1 pont)

II. eset. Ha z € [4,10), akkor |z — 4] =z — 4, |z — 10| = 10 — z, ezért

AZ\/%HJF\/#:W—H\@ és B=2vV2—r—2.

Ismét A+ B = 3v/2, tehat 3v/2 = (z — 3)v/2, ahonnan z = 6, és 6 € [4, 10), tehat megoldas.
(1 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

III. eset. Ha x € [10,00), akkor |z — 4| = 2 — 4, |x — 10| = = — 10, ezért

1 — 1
A Vo343 s B:\/x+620+x_\/x+6 2:c+ 0 _ 5 _ 93

Tehat
A+B=2V/r —-2-V2 <= 2V/o —2-V2=(2-3)V2 < 2z —2=(z - 2)V2.

Mivel vz — 2 > 0, ezért v/z — 2 = 1/2, ahonnan x = 4, de 4 ¢ [10,00), tehat ebben az esetben nincs

megoldas. (1 pont)
Osszegezve, az egyenlet egyediili megoldésa = = 6. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Igazold, hogy ha x > 1 és /= ¢ Z, akkor

1 1 8
> .
[\V/Z + 2026] — 2026 | {n/z + 2026} — 7+ 1

Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel

[V + 2026] — 2026 = [\/Z] + 2026 — 2026 = [y/z]

{V 42026} = {Va} #0, (2 pont)
ezért
1 RS SRS WS SN (VR (V: SRR
[VZ+2026]-2026 ' {z+2026) [va]  {V&} WA Vah WAl VEr b
Tovabbé a szamtani és mértani kézépek kozotti egyenlGtlenség alapjan
2 2
i < (WAL () (2 pon
A fenti Osszefiiggések alapjan
4
e L LY (1 pont
Vel -A{vey = 7 Vr
Még igazolni kell, hogy
4 8
>
Vi T o+ 1
ami egyenértéki azzal, hogy
(\/E - 1)2 > 07
mely allitas igaz. (2 pont)
|
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

3. feladat (10 pont). Igazold, hogy barmely x,y,z > 0 valos szamok esetén teljesiil a kovetkezd
egyenlGtlenség

P+ DA+ D+ P+ D)E D)+ (P2 +D)(@*+1) >4 Bayz —x—y — 2).

Barta Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen A= (2> + 1)(y* + 1)+ (> + 1) (22 + 1) + (22 + 1)(2® + 1). A kovetkezs atalakitast végezziik:

2+ D)2 +1) = 22 +22+92+1
= (2%y® =20y + 1) + (2° + y° + 22y)
= (zy -1+ (z+y)*

(2 pont)
Felhasznélva, hogy barmely a,b € R esetén a? + b? > 2ab kapjuk, hogy
(zy = 1)* + (z +y)* = 2(ay — 1)(z +y) = 2(z"y + y'z —z — y). (1 pont)
Hasonl6an
(v + D+ 1) > 2(%2 + 2%y —y — 2),
(Z2+ D) (2*+1) > 2(2%x + 272 — 2z — 2). (2 pont)
Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket
A> 2%y + vir +yPr + 2Py 4+ P+ 2ty — 20 — 2y — 22). (1 pont)
Még igazolni kell, hogy
22y +yPr +yfe + Py + e a2ty — 20— 2y —22) >4 (Bayzr —x —y — 2), (1 pont)
ami egyenértéki azzal, hogy
o2y +yir +yte + 2y + 22+ ¥z > 6ayz. (1 pont)
Ezt elosztva xyz > 0-val kovetkezik, hogy
§+%+§+g+§+gza
ami igaz, mert ¢ + g > 2, barmely a,b > 0 esetén. (1 pont)
[

Masodik megoldds. Ahhoz, hogy az eredeti egyenlStlenséget igazoljuk, elGszor belatjuk a kdvetkezs
Osszefiiggést:

EH+DP+ D+ @+ D+ D)+ P+ 1)@+ 1) + 4@ +y+ 2)
> 2wy(r +y) +yz(y + 2) + z2(2 + 7))
> 2

[zy(z +y) +yz(y + 2) + z2(2 + 2)].
(2 pont)

= PP+ + 2420 + P+ )+ 3+ 4y +2)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

I[gazolhato, hogy z%y? + x* + y? + 1 + 2(x + y) > 2xy(x + y), amely egyenértéki a kovetkezs egyen-
l6tlenségekkel

2+t P 1 2 +y) - 2ey(x +y) >0,
(zy =1+ (x+y)* + 2z +y)(1 —zy) >0,
2>0.

(1 —zy+z+y) (2 pont)
A szimmetria miatt hasonléan igazolhato, hogy
VR + 2+ 142y +2) > 2y2(y + 2)
és
2+ 2+t 1422+ 1) > 222(2 + 2). (1 pont)

Ezek 6sszeadasaval kapjuk a megoldés elején kijelentett egyenlGtlenséget:
vyt Yt 4 2 20yt + 20 3+ Aty +2) 2 ez +y) Fya(y+2) +ea(z ) (A)
Ennek az egyenlGtlenségnek a jobb oldalara elég igazolni, hogy
2ey(x +y) +yzy + 2) + 22(z + 2)] = 1222, (B)

vagyis
zy(x +y) +yz(y + 2) + zz(z + ) > 6zyz. (2 pont)

Ez pedig egyenértéki azzal, hogy

x z i z
TLE YT 2
T x oy

ami igaz, mert § + g > 2, barmely a,b > 0 esetén.

Az (A) és (B) egyenl6tlenségekbdl kovetkezik a kért egyenlStlenség. (2 pont)

Megjegyzés. EgyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha
l4+z+y=2y, l14+z+z2z=22 14+y+z=yz, z=y==2.

Ebbél kiovetkezik, hogy 22 — 22 — 1 =0, azaz = 1 + /2 vagy « = 1 — /2. Mivel a feltétel szerint
x,y,z >0, ezértx:y:z:1+\/§.

4. feladat (10 pont). Az ABCD konvex négyszog oldalait meghosszabbitjuk gy, hogy B’ € (AB,
BB'= AB, C' € (BC, CC'"=2BC, D' € (CD, DD'"=3CD és A" € (DA, AA' =4DA.

a) Igazold, hogy A az A’B'C'D’ négyszog sulypontjal

b) Bizonyitsd be, hogy Tapcrp > 12T apcp.

Csapo Hajnalka, Csikszereda
Andrdas Szildrd, Csikdelne
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Elsd megoldds. Hivatalbol

(1 pont)

a) Legyen O egy tetsz6leges pont a sikban. Kiszamitjuk a feladatban szerepld pontoknak a helyzet-

vektorat. A feltételek alapjan

BB = AL — OB — OB = 0D — OA — OB — 200 — OA
— — —

CC' = 2BC — 0C' — OC = 20C — 208 —~ OC' =30C — 208
DD = 30D — 0D — 0D = 30D — 30C — OD' = 40D — 30C
AA — ADA — OA' — OA = 404 — 40D —. OA' = 504 — 40D.

Ezek alapjan

OA' + OB +0C" + 0D = 404,

tehat A az A’B'C'D’ sulypontja.

D/

P

B/
b) Tpprar = HALILC gin(D) = 15 - A2DC . sin(D) = 15T4pe-
Hasonl6é modon kapjuk, hogy

Taap = 8Tapp,

Tspcr = 3Tapc, Tcocrp = 8Isep.
Tehat

Tapcop =Tanp +Tepc + Tecp + Toprar + Tapep
= 8(Tsep + Tapp) + 3(Tapc + Tapc) + Tapep + 12T 4pc
= 12T aBcp + 12T 4pc
> 12T sgcp.
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Masodik megoldds. a) Ha E, F,G, H rendre az A’B’', B'C",C'D’, D' A’ szakaszok felez6pontjai és I a
C pontnak a D pont szerinti szimmetrikusa, akkor IG kozépvonal a D'C'C’ haromszogben, tehét
az IG szakasz parhuzamos és egyenls a BC szakasszal. Ennek alapjan /GC'B paralelogramma,
amelynek a BG atloja athalad az I1C atlo D felez6pontjan. (2 pont)
Ugyanakkor az E B szakasz kozépvonal a B’AA" haromszoghben, tehat

EB = %A’A = %(4AD) = 2AD. (1 pont)

Mivel D felezi a BG szakaszt és AD || EB, ezért az AD szakasz az EBG haromszog kozépvonala,
tehat A az EG felez6pontja. (1 pont)
A HG az A/C'D’, az EF az A'C’' B’ haromszogek kozépvonalai, ezért HGF E paralelogramma. Eb-
bol kovetkezik, hogy az A pont a HF szakasz felez6pontja is, amibdl kovetkezik, hogy az A pont
A'B'C' D’ négyszog sulypontja. (1 pont)
b) Ha bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

Tapc = a, Tapc =, Taps = ¢, Tppc = d,

az aldbbi Osszefiiggésekhez jutunk:

Tapcp =Tacp +Tapc =a+b és
Tapcp = Tapp +Tpep = ¢+ d,

Mivel DD' = 3DC, ezért

Tapp = 3Tapc = 3a. (1 pont)
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D/

A/

)b -

B/

Hasonléan a tovabbi részteriiletek:

Tapar =4Tapp =4 -3a = 12a,

Tapa = 4Tapp = 4c,

Tapp = Tapa = 4c,

Tecp = Tpoa = b,

Trocr = 2Tpcp = 20,

Teper = 21opp = 2d,

Torpp = 3Tepe = 3 -2d = 6d. (2 pont)

Osszegezve

Tapcp =Tapp +Tapa +Tapa +Tapp + Tsep + T co + Teper + Terppr + Tape + Tase
=3a+12a+4c+4c+b+20+2d+6d+a—+b
= 16a + 4b + 8c + 8d
=4(a+0b)+8(c+d)+ 12a
= 4T specp + 8Tacp + 12a
= 12T4gcp + 12a
= 12T ypcp + 12T 4pe
> 12T 4gcD. (1 pont)

Hivatalbol 6sszesen: 4 pont.

Tovabbi pontszam Gsszesen: 36 pont.
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