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X. osztaly — I. fordulé

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az x valos szdmokat, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlGség:

20267 + 202677 = /2 - (sinz + cos ) .

Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Forgdcs Istvdn, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A bal oldalon a kovetkezd atalakitédsokat végezziik:

us s s 1
20261 + 20264 ° = 20261 + —— > 2, Vz R,
2026" "1
mert a = 2026°7 > 0 és a + % > 2, minden a > 0 esetén. (2 pont)
Tehét a 20267 % + 20267~ kifejezés minimalis értéke 2, amit az a = 1 vagyis © = 7-te vesz fel.
(1 pont)
A jobb oldalon a kovetkezd atalakitasokat végezziik:
V2 - (sinz + cosx) = 2 - sin (:(:—l—%) . (2 pont)
Mivel a szinusz maximalis értéke 1, igy
V2. (sinz +cosz) <2, VzeR. (1 pont)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az egyenl@ség csak akkor allhat fenn, ha mindkét oldal pontosan 2. A
baloldal csak x = 7-re veszi fel a 2 értéket. (1 pont)
Ha x = 7, akkor

2-sin<x+%>:2-sing:2. (1 pont)
Tehat az egyenlet egyetlen megoldéasa x = 7. (1 pont)
[ |

2. feladat (10 pont). Tekintsiik az f: C — R,
f(Z) — g2026 2+ 820273

fiiggvényt, ahol € harmadrendi egységgyok és € # 1.

1/6



VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

a) Igazold, hogy barmely z € C esetén
f(z) =2-Re(ez) és  f(z)+ f(Z) = —2Re(z).
ahol Re(z) a z komplex szam valos részét jeloli!

b) Igazold, hogy az f fiiggvény sziirjektiv, de nem injektiv!

Szilagyr Judit, Kolozsvar

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel €2 = 1, {gy £20%° = 307 = 1, ahonnan
22 —¢ & 2 =¢2 (1 pont)

Tovabba ¢ # 1 harmadrendi egységgyok, ezért €2 = 1, ahonnan £? = %, illetve modulust véve
|£3] = |e]® = 1, ahonnan |e| = 1. Ezekbdl kivetkezik, hogy

I

- =E.

€

Az £3 =1 alapjan (¢ — 1)(e? + £ + 1) = 0, ahonnan az ¢ # 1 alapjan

e24+e+1=0. (1 pont)
Ezekbdl kovetkezik, hogy
2 1_ — _
f(z)=ez+eZ=cz+ o7 = ez +EZ =ez+ 8z = 2Re(ez). (1 pont)
Az z helyett Z-t helyettesitve
fZ)=cz+ez. (1 pont)

Osszeadva a fenti két Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy

f(2)+ f(Z) =ez+Ez+ecz+z2
=2(e+28)+z(e+7)
=(z24+2)(e +7)
=2Rez(c + &7)
=2Rez-(—1)
= —2Rez. (1 pont)

b) Vizsgéljuk a fiiggvény injektivitasat.

A fliggvény nem injektiv, ha létezik z; # z5 € C ugy, hogy f(z1) = f(22) azaz Re(ez;) = Re(e22)
Legyen €21 = a + bi és €20 = a + ci, ahol a,b,c € R és b # c.

Ekkor Re(ez;1) = Re(ezs) és 21 = Ea + €bi és zo = Ea + Eci. Mivel b # ¢ esetén a 2z # 2y, de
f(z1) = f(29), tehat a fliggvény nem injektiv. (2 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

Vizsgaljuk a fliggvény sziirjektivitasat.
Vizsgaljuk meg, hogy minden y € R esetén létezik-e z € C agy, hogy f(z) = y. Ekkor

2Re(5z):y<:>5-z:%+ai, ac€R (1 pont)
— z:%-g—i—a-g-z’.
Az egyenértéki atalakitasok miatt minden valos y esetén a fenti z € C teljesiti az y = f(z) Osszefiig-

gést, tehat a fliggvény sziirjektiv. (1 pont)

|
3. feladat (10 pont). Igazold, hogy:

Y1 —10g . at+ /1 —10gy. b+ /1 —logy.c > /2 — 2log,,. ab++/2 — 2log,,, be+ /2 — 2log,,, ca,

barmely a, b, c € (1,+00) esetén! Kiss Csongor, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A logaritmus tulajdonségait felhasznalva a kovetkezd egyenértékii atalakitasokat végezziik:

b
€/1 - logabc a = i/logabc abc — 1Ogabc a = y logabc e = 3\/ logabc be.
a

Hasonlo atalakitasokat végziink a bal oldali kifejezés tobbi tagjara is:

\3/1 - logabc b= {))/logabc ac, {)/1 - logabc c= Vlogabc ab. (1 pOIlt)

A jobb oldalon pedig a kiovetkezs atalakitasokat végezziik.

\3/ 2-2 1Ogabc ay = {’/2 ’ (1 - logabc ab) = \3/2 ' (logabc C)'

Hasonlbéan jarunk el a jobb oldali 6sszeg tobbi tagjaval is:

{)/2 -2 1Ogabc be = {’/2 ’ (logabc CZ), \/3 2-2 1Ogabc ca = 3\/ 2. (logabc b) (1 pOIlt)

Az atalakitasok elvégzése utan az egyenlGtlenség a kovetkezd alakba irhato:

{108 40 ab + /1084, be + /108 4. ca > /10844, 0% + /1084, 12 + /108 . 2. (1 pont)
Beszorozva az egyenl6tlenség mindkét oldalat {’/m > (-val, azt kapjuk, hogy
Yga+1gb+ /gb+1ge+ lge+1ga > /2lga+ /21gb + {”/Tgc (2 pont)
Hasznéalva az © =lga, y =1gb, z =lgc (z,y,z > 0) jeloléseket irhatjuk, hogy:
{’/x+y+\‘"’/y+z+€’/z+x2\7§(€/§+€/§+%). (1 pont)

Elosztva az egyenltlenséget +/2-vel, azt kapjuk, hogy

i/x+y+</y+z+§/z—;—x 2\3/5—1-\3/@4-\3/2

2 2
o T () (£ 9) (£ 5).

3/6



VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

(1 pont)
Tehat elegendé bizonyitani, hogy

3 3
WU;U > \/ﬂ;-ﬁ, YVu,v > 0. (1 pont)

Az egyenl6tlenség bizonyithato, felhasznalva, hogy az f : (0, +00) = R, f(z) = /x fliggvény konkav
a (0, +00) intervallumon, ezért a Jensen-egyenlGtlenség alapjan:

Megjegyzés. Az egyenlGtlenség bizonyithatd elvégezve a kivetkezd egyenértékii atalakitasokat:

JJutv VutJv
2 2 ’
utv u+ v+ 3V (Ju + Jv)
2~ 8
3(u+v) > 3vuv(Yu + v).

Elosztva az egyenl6tlenséget 3(/u + /v) > 0-val, azt kapjuk, hogy:

V2 — Yuv 4+ Vo2 > Yuo = (Vu — v)? >0,

Y

mely allitas igaz barmely u,v > 0 esetén.

4. feladat (10 pont). a) Legyen O a komplex szamsik kezdSpontja (origoja), B és C a sik két
olyan pontja amelyre az O BC' haromszog pozitiv kdrbejarasi. Igazold, hogy az O BC haromszog H
magassagpontjanak affixuma

h=1i-(b—c)-ctg(a),

ahol b és c a B, illetve a C pont affixuma, és o a BOC' szdg mértéke!

b) Az ABCD konvex négyszog atloi nem merdlegesek egymasra és az O pontban metszik egymast.
Legyen Sy az OAB és Sy az OC'D haromszog stulypontja, illetve Hy az OBC, H, pedig az OAD
haromszog magassigpontja. Igazold, hogy:

515y L HiHs.

David Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) L. Ha a=90° akkor H egybeesik az O ponttal, és ezért
h=0=i-(b—c)-ctg90°.

II. Ha o < 90°, akkor tekintsiik a kdvetkezs adbréat:
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

C

Legyen BD szakasz a haromszog magassaga, ahol D € OC. Legyen BOC = aés OCB = OHD = 7.
Felirjuk a szinusztételt az O BC haromszogben:

BC OB
— = —. (1 pont)
sina sinvy
Az ODH haromszogben
OD = OH -sin~.
A BDO haromszogben
OD = OB cos . (1 pont)
Innen kapjuk, hogy
D B- B
OH = O = O _ one_ , ¢ -cosa = BC' - ctga.
sin sin 7y sin «
Tehat
OH = BC - ctga. (1 pont)

hﬂel OH 1 BC a BC vektort —90°-kal kell elforgatni a B pont koriil, ahhoz, hogy annak képe a
BC' és az O—[jf azonos iranyitastak legyenek, ezért

h=—i-(c—b)-ctga=i-(b—rc)-ctga. (1 pont)
ITI. Abban az esetben, ha a > 90°, akkor
h=i-(c=b)-|ctga]l=1i-(c—b) - (—ctga)=1i-(b—c)ctga.

Tehéat A mindharom esetben a h =i - (b — ¢) ctg « képlettel adhaté meg. (1 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

b)

Legyen az atlok metszéspontja az O, a koordinatarendszer kezdGpontja. Jeloljiik a négyszog cstucsa-
inak affixumait a megfelel§ kisbettikkel, azaz a, b, ¢, d-vel, a silypontokét s;, so-vel, a magassagpon-
tokét pedig hq, ho-vel.

A sulypontok affixumai:

b d
Sl:a—?)l— , S = _::C. (1 pont)
A magassagpontok affixumai az a) alpontban bizonyitott Osszefliggés alapjan:
hy = i(ctga)(b —c), he = i(ctga)(d — a)
ahol o az BOC' sz6g mértéke. (1 pont)
Ekkor
ho—hy di-ctga-(d—a)—i-ctga-(b—c) 3-ctga-i d—a—b+c ,
- dtc _ ath = : =3-ctga-i.
S9 — 81 o — a2 1 d+c—a—>b
(1 pont)
Tehat % = 3 ctga -1, ami tiszta imaginarius szam, és ez azt jelenti, hogy:
H1H2 1 5152. (1 pOIlt)
Megjegyzés. A fenti 6sszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy
hs — h
Iy = ] =3 |ctgal, azaz, hogy HiHs =3 |ctga|- 515.
|s2 — 51
[

Hivatalbol 6sszesen: 4 pont.

Tovabbi pontszam Gsszesen: 36 pont.
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