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X. osztaly — II. fordul6

1. feladat (10 pont). Az A halmaz az olyan nyolcjegyii pozitiv egész szamok halmaza, amelyek
els6 6t szamjegyének a szorzata 2025 és az utolsdé négy szamjegyének a szorzata is 2025. Hatarozd
meg az A halmaz elemeinek szamét!

Péter Robert, Gyergyoremete

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A 2025 szorzattd bonthato az 1,3,5 és 9 szamjegyekkel (2025 = 3% .5%). Megvizsgéljuk, hogy
hanyféleképpen tudjuk kialakitani a 2025-0s szorzatot 0t, illetve négy szamjegy felhasznalasaval.

(1 pont)
A kovetkezd szamjegyek segitségével alakithatjuk ki a 2025 szorzatot:
e 1. csoportositas: 1, 5, 5,9, 9,
e 2. csoportositas: 3, 3, 5, 5, 9,
e 3. csoportositas: 5, 5, 9, 9. (2 pont)

A szédmban szerepld 6todik szamjegy szerepel az elsé 6t és utols6 négy szamjegy kozott, ezért csak
az b-0s vagy a 9-es lehet az 6todik szamjegy. (1 pont)
Az alabbi eseteket targyalhatjuk:

1. eset: Az 1. csoportositast téarsitjuk a 3. csoportositassal. Akéar az 5-6s, akar a 9-es az 6todik
szamjegy, az els§ négy szamjegyet 4 - 3 = 12-féleképpen lehet elrendezni. Az utolsé harom
szamjegyet 3-féleképpen lehet elrendezni. Osszesen 2 - 3 - 12 = 72 ilyen nyolcjegyd szém van.

(2 pont)

2. eset: A 2. csoportositast tarsitjuk a 3. csoportositassal. Ha az 5-6s az 6t6dik szamjegy, akkor
az elsd négy szamjegyet 4 - 3 = 12-féleképpen lehet elrendezni. Ha a 9-es az 6t6dik szamjegy,
akkor az els6 négy szamjegyet % = 6-féleképpen lehet elrendezni. Az utolsdé harom szamjegyet

3-féleképpen lehet elrendezni. Osszesen (12 + 6) - 3 = 54 ilyen nyolcjegyt szam van. (2 pont)

A két esetet Osszesitve 72+ 54 = 126 nyolcjegyl szamot kapunk, tehat az A halmaz elemeinek szama
126. (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). Az f : N* — N* fiiggvényt a kiévetkezGképpen értelmezziik: f(a) az a
legkisebb négyzetszam, amelyre teljesiil, hogy a | f(a) (példaul f(3) =9, f(8) = 16).

a) Hatéarozd meg az Gsszes olyan n szamot, amelyre f(n) = 2025.
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b) Héany megoldasa van az f(n) —n = 2025 egyenletnek?

Barta Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A 2025 primfelbontasa: 3*-5%. Az f fiiggvény az a primfelbontasdban minden péaratlan kitevshoz
hozzéad egyet, a paros kitevéket pedig valtozatlanul hagyja. Az igy kapott szam valoban négyzet-

szam, oszthato a-val és a legkisebb ilyen tulajdonsagu. (1 pont)
Tehét a és f(a) primtényezsi megegyeznek. Ha f(n) = 2025, akkor az n primtényezéi 3 és 5.
(1 pont)

Az n primfelbontasdban a 3 a harmadik vagy a negyedik, mig az 5 az elsé vagy a mésodik kitevén
szerepelhet, ez pontosan 4 lehetGség. Tehat a keresett szamok:

3%.5' =135, 3*.5' =405 3*-52=675 3*-5%=2025. (2 pont)

b) Igazoljuk, hogy f(n) — n akkor és csakis akkor négyzetszam, ha n négyzetszam.

Ha n négyzetszam, akkor f(n) = n, tehat f(n) —n = 0, ami valéban egy teljes négyzet.
(1 pont)
Ha n nem négyzetszam, akkor n-nek van olyan primosztoja, amely paratlan kitevén szerepel a fel-

bontdsaban, legyen ez p***1. Ekkor mivel n | f(n), ezért p***1 | f(n), tovabba f(n) négyzetszam,
tehat p paros kitevén szerepel a felbontasaban, igy p?*2 | f(n). (2 pont)
Ezeket osszegezve azt kapjuk, hogy az f(n) — n oszthaté p?**1-nel, de nem oszthaté p**2-nel, ezért

a primfelbontéasdban a p paratlan kitevén szerepel, vagyis nem lehet négyzetszam.

Tehat az f(n) —n = 0 vagy f(n) — n nem négyzetszam, ezért nincs olyan pozitiv egész n szam,
amelyre f(n) —n = 2025. (2 pont)

A b) alpont mdasodik megolddsa. Ha a p primszam osztja a-t, akkor p osztja az f(a)-t is, minden

a € N* esetén. (1 pont)

Igy ha p | n, akkor p | f(n) — n = 2025, tehat p paratlan. (1 pont)
Azt kaptuk, hogy a n és f(n) minden primtényezsi paratlanok, tehat n és f(n) paratlanok,

(2 pont)

ami ellentmond az f(n) —n = 2025 feltételnek, ezért nincs megoldésa az egyenletnek. (1 pont)

[

[ |

3. feladat (10 pont). Az ABCD konvex négyszogben DAB = 90°, ABC = 150°, AD = BC = a,
AB =n-a, ahol n € (0, 00) valtozd. Szamitsd ki a BD arany legnagyobb értékét!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
D na E
a u alG C
a
B
na

A feladat megoldasat nem befolyasolja, ha a rajzot az n egy sajatos értékére készitjiik el (jelen esetben
n=2).

Megrajzoljuk az ABED téglalapot. Ekkor AD = BE = a és tudjuk, hogy BC = a, igy BE = BC.
Tehat a BC'E haromszog egyenld szarta, amelyben

EBC = ABC — ABE = 150° — 90° = 60°,

tehat BC'E egyenld oldalti haromszog (BE = EC' = BC = a).
A segédszerkesztés alapjan DE = AB =n-a, EC = BC = a,

DEC = DEB + BEC = 90° + 60° = 150° = ABC,

ezért DECn = ABCx. Innen kapjuk, hogy CD = CA, igy a C'DA haromszog egyenls szaru,
amelyben a C'F magassag (F' € AD) egyben oldalfelezd is, tehat

AF—Fp_AD _a
2 9

Ha FC a BE egyenest G pontban metszi, akkor GC' a BC'E egyenl6 oldali hdromszog magassaga
(FC L AD, AD || BE, ahonnan FC L BE), s mivel BC = a, BG = §, ezért

GC = y[a? — (9)2 _ a3

2 2
Igy /3
3 a(2n++V3
FC:FG+GO:AB+GC:an+a\2/_: ( 5 ).
Az FCD derékszogi haromszoghen a Pitagorasz-tétel alapjan
2
2 (a(2n+ V3 2
OD? = FD*+ FC? = (g) + <(Tf)> - az- (1 + dn? +4n\/§—|—3> = 2. (n2 +nv3+ 1) .
(4 pont)
Az ABD derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan
BD* = AB® + AD* = (an)® + a® = a* - (n* + 1), (1 pont)

3/8



VIII. OMMO - orszagos szakasz - X. osztély

igy
CD?> a*- (n*+nV3+1 3
- ( V3+1) =1+ nv'3 , (2 pont)
BD? a?-(n?+1) n?+1
Az (n—1)® > 0 egyenl6tlenségb6l kovetkezik n? + 1 > 2n (egyenlség n = 1 esetén), igy n++1 < 5
és
3 3 3 3 3 2 3
n\/_gn\/_zi s 14 \/_§1+£: +\f‘
n?+1 2n 2 n?+1 2 2

Ezek alapjan g& < 24”[ , ahonnan CD < /23 az egyenléség n = 1 esetén all fenn. (2 pont)

Megjegyzés. A C'D szakasz hossza tobbféleképpen is kiszamolhaté. Minden esetben a helyes kiszé-
molés 4 pontot ér.

2+v3
2

Megjegyzés. A kifejezés az Osszetett gyokképlettel egyszeriibb alakra hozhato, ugyanis

2+f m_ (\/ﬁ \/f) 1 \/_—Zkl 1+2\/§7

243 _
¥S —

ezért frhatjuk, hogy £B < #, barmely n € (0, 00) esetén.

Tehat a g—g arany legnagyobb értéke 4/ %g = %5, amelyet az n = 1 esetén kapunk.

Megjegyzés. Az f(n) = 52{1, n > 0 kifejezés maximumat ugy is megkaphatjuk, hogy azt vizsgaljuk,

hogy az f(n) = y egyenletnek mely y értékek esetén van megoldésa.

V3
fn)=y < nZJrl

Ha y = 0, akkor n = 0. Ha y # 0, akkor

A=3—-4y*>0 < y¢ [—?,?] N (0,400) = (0,\/751.

—y < yn®’ —nV3+y=0.

\/g , amit az n = 1 esetén vesz fel. Tehéat a maximalis értéke:

\/+£ \/2+\/_ \/4+2\/_ \/1+x/_ _1+\/_
2

4. feladat (10 pont). Adott 15 darab nemnulla, egymastol kiilonbo6zs, 987-nél kisebb természetes
szam. Bizonyitsd be, hogy ezek kozott létezik harom olyan szam, amelyek egy haromszog oldalhosszai
lehetnek!

Tehat az f(n) maximuma

Bencze Mihdly, Brasso
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tegyiik fel, hogy a 15 természetes szam kozott nem létezik harom olyan, amely egy haromszog oldala
lehetne. Legyenek a megadott szadmok a; < as < - -+ < ay5 novekvs sorrendben. (1 pont)

A héaromszog-egyenlStlenség alapjan harom szam (a < b < ¢) akkor lehet egy haromszog oldalainak
hossza, ha a + b > c.

Ha nem létezik olyan haromszog, amely oldalhosszai a kivalasztott szamok kozott vannak, akkor
minden 7 > 3 esetén fenn kell allnia az a; > a;_1 + a;_o Osszefiiggésnek. (3 pont)
Mivel a szamok pozitiv természetes szamok, a legkisebb lehetséges értékeik a kovetkezdk:

a; > 1,

as > 2,

az > a;+ay; > 1+2=3,

ay > as+az >2+3 =25,

as > az3+ag > 3+5 =28,

ag > ay+as > 5+ 8 =13,

a7 > as +ag > 8+ 13 = 21,

ag > ag + a7y > 13+ 21 = 34,

ag > a7+ ag > 21 4+ 34 = 55,

ayg > ag + ag > 34 + 55 = 89,

aiy > ag + a9 > 55 + 89 = 144,
aip > a9+ a;; > 89 + 144 = 233,
ay3 > ap + ayp > 144 + 233 = 377,
Q14 > a12 + a1z > 233 + 377 = 610,
15 > a3 + ajq > 377 + 610 = 987. (4 pont)

Tehat a5 > 987, ami ellentmond annak, hogy minden szam kisebb 987-nél.
Tehat a kezdeti feltételezésiink hamis volt, vagyis a 15 szadm kozott valoban léteznie kell harom

olyannak, amelyek egy haromszog oldalhosszai. (1 pont)
[ |

5. feladat (10 pont). A B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz egy A részhalmazara teljesiil, hogy az
A barmely harom a, b, ¢ eleme esetén az ax? + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyoke. Legtobb
hény eleme lehet az A halmaznak?

Barta Zagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Belatjuk, hogy az A halmaznak legtobb 5 eleme lehet, és erre megfelel§ példa az A = {1,3,5,7,9}.

(1 pont)
Elsbb igazoljuk, hogy az A részhalmaz megfelel a feltételeknek. Belatjuk, hogy ha a, b, ¢ mind pé-
ratlanok, akkor az az? + bz + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyoke. Két esetiink van: (1 pont)

1. Ha n paratlan egész, akkor an?, bn, ¢ harom pératlan szam, igy az Osszegiik paratlan, tehat
nem lehet 0. (1 pont)
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2. Ha n paros egész, akkor az an?, bn paros, mig a c paratlan, igy az dsszegiik paratlan, tehat
nem lehet 0. (1 pont)

Tehéat mindkét esetben nincs egyetlen olyan n egész szam sem, amire an? + bn + ¢ = 0. Tehat az A
halmaz tartalmazhatja a B Osszes paratlan elemét, igy az A = {1,3,5,7,9} valoban egy megfelels
halmaz. (1 pont)
Indirekt moédon tegyiik fel, hogy A-nak lehet legalabb 6 eleme is. Vegyiik észre, hogy ha a,b,c € A
elemekre teljesiil, hogy a+c = b, akkor a —1 egész gyok lesz, hiszen a(—1)*+b(—=1)+c = a—b+c = 0.
Ebbdl adodik, hogy az A-ban nem lehet olyan szamharmas, amely teljesiti ezt a feltételt. (2 pont)
Két esetetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha 1l € A, akkor (2,3),(4,5),(6,7),(8,9) szamparoknak legfennebb az egyik eleme lehetne ben-
ne az A halmazban, ez legtobb 5 elem, ami ellentmond annak, hogy minimum 6 eleme van az
A halmaznak. (1 pont)

2. Ha 1 ¢ A, akkor a (2,4,6) és (3,5,8) szarharmasok elemei koziil legtobb két-két elem lehet
eleme az A halmaznak, igy ahhoz, hogy legalabb 6 eleme legyen A-nak, a 7 és a 9 biztosan
eleme kell legyen az A halmaznak, a szamharmasokbol pedig két-két elem. Mivel 247 = 9
ezért 2 ¢ A, ahonnan 4,6 € A. A3+4=7¢és5+4 =09 egyenlSségek miatt 3,5 ¢ A és igy az
A halmaznak ismét legtobb 5 eleme van, ami ellentmondas. (1 pont)

6. feladat (10 pont). Az ABCD konvex négyszoghen ABD = 2ACD és a BD egyenes az ABC
haromszog koré irt kort az E pontban metszi.

a) Igazold, hogy a D pont az ABC haromszog koré irt kor belsejében talalhato!

b) Igazold, hogy AB = DB akkor és csakis akkor, ha AD az EAC szogfelezdje!
Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Ha a D rajta van az ABC' haromszog koré irt koron, akkor

ABD — m<§D>

= ACD +#2-ACD.

Tehat D nem lehet a koron. (1 pont)
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AN

Ha D az ABC haromszog koré irt kor kiilsg tartoményaban talalhato, akkor AC'D szog széarai kozé
esG korivnek belsé pontja lesz az E pont, innen azt kapjuk, hogy

—~

z@>m<§E>_,@_@_z.@7

tehat ACD > 2- A/C’5, ami ellentmondas.
Tehat a D pont csakis az ABC' haromszog koré irt kor bels6 tartomanyaban talalhato. (1 pont)

b) Igazoljuk, hogy ha AD az EAC szogfelezGje, akkor AB = DB.

Ha AD az EAC szogfelezGje, akkor legyen CAD = DAE = o és DOA = 7.

Mivel ECA = iB\A, kovetkezik, hogy ECD = v, tehat DC' a ECA szogfelezéie. Igy D az AEC
haromszogbe irt kor kozéppontja. A DEC = B esetén DAB = DAC + CAB = o + B. (1 pont)
Az AE B haromszog szogeinek Osszege 2 + 23 + 2y = 180°, ezért a bels6 szogek Osszege alapjan

ADB = 180° — DAB — ABD
=180° — (o + ) — 2v
=20+4+28+2y—a—-F—2y
=a+p.

Ezek szerint ADB = @, tehat az AD B haromszog egyenld szara, vagyis AB = DB. (2 pont)
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Igazoljuk, hogy, ha AB = DB, akkor AD az EAC szogfelezdje.
Legyen C' az ABC haromszog koré irt korének a DC' egyenessel valo metszéspontja. Mivel DC' A = v
és DBA = 2+, kovetkezik, hogy C' az AE koriv felez6pontja, tehat BC' az ABD szogfelezdje.

1 pont

Mivel az ABD haromszog egyenld szaru, kovetkezik, hogy AD 1 BC’, tehat ABDC’ négy(szé')I;; del?
toid. Innen C'A = C'D = C'E, azaz CC" az ACE szogfelezGje. (1 pont)
Az ABDC" deltoid tulajdonsiga miatt AC'B = W, amibdl kovetkezik, hogy AB = BC, vagyis
EB az AEC szogfelezdje. (1 pont)
Igy a D pont az AEC haromszog szogfelezéinek metszéspontja, amibal kovetkezik, hogy AD az EAC
szoglelezdje. (1 pont)

[

Hivatalbol Gsszesen: 6 pont.

Tovabbi pontszam Osszesen: 54 pont.
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