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XI-XII. osztaly — II. fordul6
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az Gsszes olyan (x,y) egész szamokbol &llo szampart, amelyre

z(z+1)(z+2)(z +3)+ 12 = ¢~
Kok

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Végezziik el a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat az egyenleten:

z(z+1)(z+2)(x+3)+ 12 =%,
(2% 4 32) (2% + 3z + 2) + 12 = ¢,
(22 + 30+ 1) =1 +12 =2,
(22 + 3z + 1) + 11 = 3, (3 pont)
y? — (2? + 32 +1)% = 11,
(y—2® =3z —1)(y+2°+3x+1) =11

Vezessiik be a z = 22 + 3z + 1 jelolést, ekkor a fenti egyenlet atalakul az

(y—2)(y+2) =11

alakra. (2 pont)
Mivel 11 primszam, az utobbi osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha
(y -2,y + Z) S {(17 11)7 (_17 _11>a (117 1)a <_117 _1)} (1 pont)
, L w-e2) g, =) . mintt kévetkes
Felhasznalva, hogy » = 20220 ¢s y = 2202 a szimmetria miatt kovetkezik, hogy pontosan

azok a (z,y) szampéarok a megoldasok, amelyekre z € {5, =5} és y € {6, —6}. (1 pont)
Mivel z = 22 + 3z + 1, a 2 = 5 esetben az 22 + 37 — 4 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amelynek
gyokei x = —4 ésx = 1. A 2 = —5 esetben az 2%+ 32 +6 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amelynek
nincs valos gyoke. Ezért a keresett megoldasok (—4,6), (=4, —6), (1,6), (1, —6). (2 pont)

[ |

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben AB = AC. Legyen D € (AB) és E € (BC olyan
pont, amelyre C' € (BE) és BD = CE. Jelolje I, az ABC héromszég BC' oldaldhoz irt korének
kézéppontjat. Igazold, hogy a BDE haromszog koré irt kor atmegy az I, ponton!

Rakoczi Erik, Kolozsvdr

1/6



VIII. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tekintsiik a mellékelt abrat.

Igazolni kell, hogy a BDEI, négyszog hurnégyszog. Mivel AB = AC és az Al, egyenes szogfelezd,
ezért

BIl,=CI, és F/BI = @ = B/CI (4 pont)
Innen o -
1,BD =1,CE =180° — F'BI,.
Ugyanakkor BD = CFE, tehat a DBI, o = ECI, A, (3 pont)
amibdl kovetkezik, hogy BDI, = CEl,. Ezért a BDFEI, négyszog hiurnégyszog, azaz I, rajta van a
BDE haromszog koréirt korén. (2 pont)

3. feladat (10 pont). Az ABC haromszog AB, BC és C'A oldalanak felez6pontjai C’, A’, B’ és
legyen M egy pont a sikban. Ha a az A" ponton &t az AM egyenessel parhuzamosan hizott egyenes,
b a B’ ponton at a BM egyenessel parhuzamosan hiizott egyenes és ¢ a C’ ponton at a C'M egyenessel
parhuzamosan hiizott egyenes, akkor igazold, hogy az a, b, ¢ egyenesek egy pontban futnak Ossze!

Szilagy: Zsolt, Kolozsvdr
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

c! B’
G M

M

c

A

Tekintsiik az abrat! Legyen G az ABC haromszog sulypontja. Ha M = G, akkor az a, b, c egyenesek
a haromszog oldalfelez6i, igy a G sulypontban futnak éssze. Tegyiik fel, hogy M # G. Legyen M’
az MG egyenes azon pontja, amelyre G az M és M’ pontok kozott van és MG = 2M'G. (4 pont)

Ekkor AGMa ~ A'GM),, mert AGM = AGM (csticsszogek), A€ = 2S¢ =2, (2 pont)
Igy MAG = @’, ahonnan AM || A’M’, tehat A’M’ = a. Hasonléan belathato, hogy M'B’ = b
és M'C" = c¢. Tehat M’ az a, b, c egyenesek Osszefutési pontja. (3 pont)

|

Madsodik megoldas.

c’ B’

B A’ c

Tekintsiik az abrat! Legyen az a és b egyenes metszéspontja D. Igazolni fogjuk, hogy D € ¢, azaz
C'D || CM. A feladat feltételei alapjan A'D || AM, B'D || BM és A'B’ || AB, mert A’ B’ kbzépvonal
az ABC haromszogben. Innen kévetkezik, hogy A’B' D ~ ABMp, amibdl

AD BD AB 1
AM BM  AB 2

(5 pont)
Mivel A'D || AM és A'C" || AC, mert A'C" kézépvonal, kovetkezik, hogy DA'C' = CAM, mert
parhuzamos szaru szogek. Az A'DC’\ és AMCx haromszogekben
AD  AC 1

DA'C'=CAM és - AC 5
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ezért A'DC\ ~ AMCAh. (3 pont)
Innen a megfelels oldalak parhuzamossaga miatt adodik, hogy
C'D || CM,
vagyis D € c. Tehat az a, b, c egyenesek egy pontban metszik egymaést. (1 pont)
[ |
4. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy ¢ = 1 a legnagyobb olyan valés konstans, amelyre
x n y o ¢ |
ra+yb ya+2xb " a+b
minden a, b, z,y > 0 esetén! Lukdcs Andor, Kolozsvdr
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

El6bb belatjuk, hogy ¢ > 1. Ehhez elég igazolni, hogy teljesiil az egyenl&tlenség, ha ¢ helyett 1-et
irunk. Beszorozva az egyenl6tlenséget a nevezdk szorzataval, majd elvégezve a miveleteket, rendre
a kovetkezd ekvivalens egyenl6tlenségeket kapjuk:

z(ya + xb)(a + b) + y(za + yb)(a + b) > (za + yb)(ya + xb),
z?ab + a*zy + b*2® + b2ay + 2abxy + 2a’xy > abx® + a*ry + b2y + aby?,
a’zy + b2a? + 2abxy + by > b2ay,
a’xy + b*(2® — xy + y?) + 2abzy > 0,

ami igaz minden a, b, x,y > 0 esetén. Ezért ¢ > 1. (5 pont)

Igazoljuk, hogy ¢ < 1. Ehhez el6bb alakitsuk at az egyenlGtlenséget az

1 1
b) >
<a+%b+a+§b) (a+0)>c

ekvivalens alakra, és vezessiik be az £ = X > 0 jelolést, tehat az egyenl6tlenség ekvivalens az

R e
A+ at+ip) T

egyenlGtlenséggel. A célunk az, hogy belassuk: valaszthatunk olyan, az n € N* paramétert so-
rozatokat az a,b, A\ valtozok helyére, amelyek esetén ha n — oo, akkor a bal oldal hatarértéke 1
lesz. Valasszuk a A helyére az (n?),en+, a b helyére pedig az (l pozitiv tagi sorozatot. Az

. . n)neN*
egyenlStlenség alapjan minden a > 0 és n € N* esetén

L L1 + 1) > (3 pont)
at+— | >c on
a+n?-t a+ -2 n) = p

n

ezért hatarértékre térve n szerint, minden a > 0 esetén

. 1 1 1
lim + T a+— 1] >c,
n—oo \ @+ N a+$ n

vagyis (0 + le) ca>c, azaz 1 > c. Osszefoglalva, 1 <e¢<1, tehat ¢ = 1. (1 pont)
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Megjegyzés. Az
T Y 1

+ > .
ra+yb ya+axb " a+b

egyenlGtlenség igazolhatd a Titu-lemma segitségével is. Valoban, irhatjuk, hogy
x v e W) Vet ) 1
+ = + > )
ra+yb wya+axzb wa+yb wya+azb~ (a+b)(x+y) a+b
mert (vZ +/y)? =z +y+ 2,7y >z +y.

5. feladat (10 pont). Angelico felirt a tablara néhany 2026-nal nem nagyobb, legfeljebb 2026
db, nem feltétleniil kiilonb6z6 pozitiv egész szamot. Fzutan mindegyik szamot egyenként a 2026.
hatvanyra emelte, majd a kapott szAimokat sszeadta. Az igy kapott eredmény 91014 . 112028 Hany
szamot irhatott fel Angelico?

Barta Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A feladat feltételébdl:
a20% 4 q2026 | . 4 (2026 _ glol4 172028
ahol mi az s-t szeretnénk meghatérozni. Mivel a felirt szamok mindegyike kisebb, mint 2027, és 2027
primszam, ezért mind relativ primek a 2027-tel. (2 pont)
Alkalmazva a kis Fermat-tételt, a?°* minden i-re 1-et ad maradékul 2027-tel osztva. (2 pont)
Mivel s legfeljebb 2026, ezért az 6sszeg 2027-es maradéka pontosan annyi, ahdny szamot Gsszeadunk,
tehat s. (2 pont)
Vegyiik észre, hogy
QL0 | 112028 _ 32028 | 12028 _ 332028 __ 332026 ()30

és mivel a kis Fermat-tételbsl 332026 2027-es maradéka 1, igy az dsszegé 1089. Tehat s = 1089 darab

szamot irt fel Angelico a tablara. (2 pont)
Ha 1089 darab 33-as van a tablan, akkor ténylegesen ezt az 6sszeget kapjuk. (1 pont)
[

6. feladat (10 pont). Ali és Baba egy 1 x 4n mezsbdl allo, sakktablaszertien szinezett tablan jatszik
(n > 2). A jatékosok felvaltva lépnek, Ali kezd. Egy lépésben a soron 1évs jatékos két tetszoleges
mez§ szinét feleseréli, azzal a megkotéssel, hogy egy adott mezdpar cseréjére a jaték teljes ideje alatt
legfeljebb egyszer keriilhet sor. A jaték akkor ér véget, ha az Osszes lehetséges part megcserélték.
Ali célja, hogy a jaték barmely fazisdban megjelenjen a tablan egy minél hosszabb egyszint szakasz,
Baba pedig ezt probalja megakadélyozni. Mekkora az a leghosszabb egyszint szakasz, amit Ali a
jaték kimenetelétsl fliggetleniil, atmenetileg is képes elGallitani?

Bodor Addm, Csikszereda
Ercse Ferenc, Sepsiszentgyorgy
Sajter Klaus, Csikszereda
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Allitsuk parba a mezdket, ugy, hogy az i. és az i + 1. mez8 van parban, ahol 1 < i < 4n paratlan
szam. Az 21+ 1. és 2i + 2. mez6t tartalmazo part nevezzik az ¢. parnak, 0 < i < 2n — 1. Ha Ali a
k. és az m. parbol cserél ki két mezdt, Baba cserélje ki ezen parok fennmaradé egy-egy mezdjét.
(2 pont)
Ha Ali egy péron beliil cserél, Baba egy masik paron beliil cserél (ezt mindig megteheti, mert 47” = 2n,
avagy paros szamu par van). (1 pont)
Ilyen moédon Baba lépése utan (és az els6 lépés elstt) barmelyik parban pontosan egy fekete és
pontosan egy fehér mezd lesz. (1 pont)
Ekkor barmely 4 egymést kovets mez6 koziil legfeljebb 3 lehet azonos szinti Baba barmely 1épése
utan (mivel 4 egymasutani mez6 tartalmaz legalabb egy part), igy Ali 4 azonos szin mez6t elérhet
a kovetkezd korében, de tobbet biztos, hogy nem.
(2 pont)
Koénnyen igazolhato példaval, hogy Ali 4-et mindig el tud érni Baba stratégiajatol fiiggetleniil (pl.
egy 8 hosszu sorozaton beliil), igy a leghosszabb egyszinii szakasz, amit Ali el6 tud allitani 4 hosszt.
(3 pont)
[ |

Hivatalbol 6sszesen: 6 pont.

Tovabbi pontszam Gsszesen: 54 pont.
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