INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN HARGHITA
HARGITA MEGYE
TANFELUGYELOSEGE

XXXV. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
2026. februdr 23-27., Gyergyoszentmiklés

¥ GIMNAZIUM

VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXV. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
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XI. osztaly — I. fordulo

1. feladat (10 pont). Az (z,),>1 pozitiv tagi szdmsorozat esetén 1 = 2 és

1
(n+1)2-azn+1:n2-xn+§, Vn > 1.

a) Hatéarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét!

b) Szamitsd ki a limn - {/z1 - x5 - ... x, hatarértéket!
n—oo

Toth Viktoria, Marosvasdrhely

Megoldds. Hivatalbol

a) Az altalanos tag meghatarozasahoz szamitsuk ki a sorozat els§ néhéany tagjat:

2 2
T1T = — =
T3 312

13
2Ty T

4 4
Lo = — =
5T 27 3.32
I
Y48 342

Ezek alapjan a sejtéstink a kovetkezo:
1

Ezt matematikai indukciéval igazoljuk. Ha n = 1, akkor

2 1+1
1‘1:—:

3 3-1%

tehét igaz. Tegytk fel, hogy k > 1 esetén teljesiil az

k1
k= 32

Osszefliggés és igazoljuk az indukcids allitast (k + 1)-re. A rekurzi6 alapjan

1
(k -+ 1)2.Z'k+1 = le'k —+ g,
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(1 pont)



VIII. OMMO - orszagos szakasz - XI. osztaly

ahonnan

RS SRV TS B
k+1 — (k'+1>2 3k2 3

1 <k+1 1)_ k+2

T2 \3 T3) T3y

Tehat az allitas allitas igaz (k + 1)-re, ezért

b) A keresett hatarértéket az alabbiak szerint alakitjuk:

) . YT
lim n- Yri29 ... 2, = lim ! 2 = lim g%t (1 pont)

n—oo n—oo n—oo
’VZ

A D’Alambert-kritérium alapjan

1
lim pf2f2rc T gy 20 el nt (1 pont)
-1 = 1 '
n—00 por n—00 )T T1Xo ... Tp

1 n
= lim 2,1 -(n+1)- (n i ) (1 pont)
n—oo n
. n-+2 1\"
- nh—>nolo FCESVER (n+1)- (1 + ﬁ) (1 pont)
. n—+2 . " 1 e
=lm — - lim (1+—-)] =--e=-.
n—oo 3(n + 1) n—oo n 3 3
Tehat .
lim n- Yxixe .. 2, = = (1 pont)
n—00 3

Az a) alpont mdsodik megolddsa. a) Legyen y, = n’r,, barmely n > 1 esetén. A rekurzios képlet
alapjan

1
yn+1:yn+§7 nzla
vagyis az (y,)n>1 sorozat egy szamtani haladvany, ahol y; = % ésr = % Igy az altalanos tag képlete
2 1 n+1
- 1) r== —-1)- == , Vn>1.
=) =S 1) = T e
Ezt felhasznélva, az (x,),>1 sorozat altalanos tagjanak képlete
Yn n+1
|
[ |

2. feladat (10 pont). Az A € My(R) matrix f6atlon levs elemeinek Osszegét TrA-val jeloljiik.
a) Igazold, hogy a P : C — C, P(x) = det(A — x1,) fiiggvényre P(z) = 22 — TrA -z +det A,Vz € C.
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b) Bizonyitsd be, hogy det(A? + A + I,) > % +3-TrA - det A.
dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen A = (Z Z) tetsz6leges matrix. Ekkor

Pla)=det(A—at) = | * 77 P o (a—a)d—x) b (1 pont)
=2 —(a+d)-x+ad—be (1 pont)
= 2% — TrA -z + det A. (1 pont)

b) Legyen P(z) = det(A — xly) = 2> — ax + b, ahol a = TrA és b = det A. (1 pont)
Mivel A2+ A+ 1, = (A —clh)(A—¢e%,), ahol e® =1, ¢ # 1, (1 pont)

ezért

det(A% + A+ 1) = det((A—cel,)(A—€%Ly)) = det(A —ely) -det(A —£*I,) = P(e)- P(¢?). (1 pont)

Vagyis
det(A’+ A+ L) = (e —ac+b) (e —a+b)=a*+ab+b* +a—b+1 (1 pont)
1 2
:(a—b)2+(a—b)+1—|—3ab:(a—b—|—§) +§+3ab (1 pont)
> %+3ab:§+3-(TrA) - (det A). (1 pont)
[

3. feladat (10 pont). Az A, B € M, (R) matrixok teljesitik az A + B = A - B Osszefliggést.
a) Igazold, hogy A- B =B - A.
b) Bizonyitsd be, hogy ha det(A + B) > 0 és det[(AB)? — 5AB + 51,] > 0, akkor det(A® + B®) > 0.

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Ha A+ B = AB, akkor AB— A— B+ I, = I,,, vagyis (A — I,)(B — I,,) = I,. (1 pont)
Ez alapjan (A — I,,) és (B — I,,) egymas inverzei, (1 pont)
tehat (B — I,,)(A — I,) = I,,. Innen kévetkezik, hogy BA = A+ B = AB. (1 pont)
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b) Az a) alpont alapjan (A + B)? = A? + B% + 2AB. (1 pont)
Vezessiik be a C' = AB jelolést. Ekkor A? + B? = (A+ B)*> —2AB = C* —2C. (1 pont)
Tovabba
A*+ B = (A% + B*)? - 2(AB)* = (C? — 2C)* — 2C% = C* — 4C° + 207 (1 pont)
Ugyanakkor
A%+ B® = (A+ B)(A* — A’B + A’B* — AB® + B (1 pont)
= O(C* —4C3 +2C% — C3 +2C* + C?)
= C3*(C* - 5C +51,). (1 pont)

Mivel det(A + B) = det C > 0 és det((AB)?> — 5AB + 51,,) > 0, kovetkezik, hogy
det(A® + B®) = (det C)* - det(C* — 5C + 51,,) > 0. (1 pont)

Megjegyzés. Mivel det(A+ B) = det(AB) = det(A) det(B) > 0 igy a B matrix invertalhato. Ekkor
felirhatjuk, hogy

det(A — xB) = (det B)"det((AB™" — 21,,)) = (det B)"Pyp-1(x) =: q(x),

ahol ¢(z) egy valos egyiitthatos n-ed foka polinom. Legyen € # 1 egy 6todrendi egységgyok, vagyis
P +1=(z+1)(z—e¢)(r—e*)(zr—e¥)(x—e'). Ekkor

det(A® + B®) = det(A + B) det(A — eB) det(A — £?B) det(A — £*B) det(A — ' B)
= det(A + B)q(e)a(=")a(")q (")

Az e, % komplex szamok konjugaltjai rendre €%, £3. Tudva, hogy ¢(z) valos egyiitthatos, mondhatjuk,
hogy ¢(¢), q(£?) komplex szamok konjugaltjai rendre q(¢?), q(?). Ekkor

det(A® + B®) = det(A + B)|q(e)q(e®))* > 0.
4. feladat (10 pont). Az (x,),>1 valos szamsorozat esetén z; € (0,1) és
Tpi1 = Ty - cos(zy,), Vn > 1.
a) Igazold, hogy az (x,),>1 sorozat konvergens ¢s szamitsd ki a hatarértékeét!

b) Szamitsd ki a lim /n - z,, hatarértéket!

n—oo
1< (teag )’
—Z( & k) ) hatarértéket!
n T

k=1

c) Széamitsd ki a lim (
n—o0

Loga Patrik, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Mivel z; € (0,1), igy cosx; € (0,1) és x99 = xycosxy € (0,1). Indukcioval kapjuk, hogy

z, € (0,1), vagyis a sorozat korlatos. (1 pont)
Mivel x,, € (0,1) esetén 0 < coszx, < 1, kovetkezik, hogy z,,1 = z,cosz, < x,. Tehéat a sorozat
szigoruan csokkend és alulrdl korlatos, igy konvergens. (1 pont)
Legyen a hatarértéke ¢. A rekurziéban n-nel a végtelenbe tartva kapjuk az ¢ = £ cos ¢ Osszefiiggést,
ahonnan /(1 — cos?) = 0. Az egyetlen lehetséges (¢ € [0,1)) hatarérték ¢ = 0. (1 pont)

b) A lim n - 22 hatarértéket a Cesaro—Stolz-tétel segitségével szdmoljuk ki, ahol a szamlalé soro-

n—o0
zata a, = n, a nevez6é b, = xig Mivel (b,),>1 szigorian monoton és a végtelenbe tart, a tétel
T >
alkalmazhato, tehét
. Qpi1— G X n+1)—n ) 1
1 H = lim % = lim T (1 pont)
n—00 Opy1 — Op n—o0 m—g n—)oom—ﬁ
A nevezdt a kévetkezSképpen alakitjuk &t:
1 1 1 —cos’x, sin’z, 1
2 o2 a2 2 o2 - 2 o2 (1 pont)
x? cos?x, a2 x2 cos? xy, x? cos? x,
Mivel z,, — 0, lim *2£2 =1, igy a nevez$ hatarértéke:
n—oo n
. 2
. sinx 1 1
lim ) I 5 =1%. = 1.
n— 00 T cos? x,, 1
Tehat 1
. .oon
lim nz? = lim — = - =1,
n—oo n—oo 5
mn
ahonnan
lim vnz, = 1. (1 pont)
n—oo

1
cos? o

2
t 1 1 1 1 1 1

gk )" _ : == . (1 pont)
T, x; \ cos? zy, rvpeostzy  xp T,

Tehat a keresett Osszeg teleszkopikus:

n 2 n
tg xk) ( 1 1 ) 1 1
E: :E - ) = — (1 pont)
( Lk 1 Ty T Tpp T

k=1

— 1 azonossag felhasznélasaval:

c) Alakitsuk 4t az dsszeg altalanos tagjat a rekurzio6 és a tg? a =

Mivel a b) pont alapjan naz?,; — 1 (mert nz? — 1 ¢s x,, — 0), kapjuk, hogy a keresett hatarérték

Ol [tgae )\ 1 1 1
Jg%g;(xk) —JL%(WH‘@)—I‘O—L (1 pont)

Megjegyzés. A hatarérték a Cesaro—Stolz-tétel alapjan kiszamolhatd az Gsszeg kiszamolasa nélkiil
is. Az is teljes értékid megoldasnak szamit.

Hivatalbol 6sszesen: 4 pont.

Tovabbi pontszam Gsszesen: 36 pont.
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