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XII. osztaly — I. fordulé

1. feladat (10 pont). Szamitsd ki az

sin 2x
/ — dz
a + sin® x + cos* x
integralt, ahol a olyan valos szam, amelyre |a| > 1. dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha [-vel jeloljiik az integralt, akkor irhatjuk, hogy

sin 2z sin 2z
I:/ — 4d3:':/ —5 TBRY) — 2dx
a+sm”x + cos*x a+ (sin®z + cos? x)? — 2sin” x cos? ©

in 2 2sin 2
:/ sin 2z dx:/ sin 2x dz, (2 pont)

a+1—%sin2290 2a + 1 + cos? 2x

ahonnan a cos2x = u, —2sin 2z dz = du helyettesitéssel kapjuk, hogy

I= /——du (1 pont)

2a + 1+ u?
Két esetet kell megvizsgalnunk.
1. Haa > 1, akkor 2a + 1 > 0 és

yp—" Lot
2a + 1 + u? V2a+1 g\/2a+1

1 cos 2%
— arct +C, VreR 3 pont
vV2a+1 g\/2a+1 3P )

2. Haa < —1, akkor 2a +1 < —1 és

I:/ —du 1 lnu—m N
20+14+u?> 2¢/2a—-1 |ut++v—2a—1

1 In cos2x —/—2a — 1
2v/—2a—1 |cos2x++/—2a—1

C

’ +C, VreR (3 pont)

2. feladat (10 pont). Jeldlje [x] az x valos szam egészrészét, {x} pedig a tortrészét. A valos szamok
halmazan a ,,0” miveletet az

zoy=l[z]- [yl + {{z} +{y}}, Vr.yeR

szaballyal értelmezziik. (A masodik tagban a kiils§ kapcsos zarojel az Osszeg tortrészét jeloli).
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

a) Hatérozd meg a valos szamok azon legb6vebb M C R részhalmazat, amelyre teljesiil, hogy [z] # 0
minden x € M esetén, és az (M, o) par Abel-csoportot alkot!

b) Legyen 2™ = zoxzo---ox, ahol n € N*. Hatarozd meg, hany olyan € M létezik, amelyre
—
teljesiil az £(*0%0) = e egyenldség, ahol e a csoport semleges eleme!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A 0" mivelet értelmezése alapjan észrevehetd, hogy az eredmény egész része és tortrésze szét-
valaszthato. Mivel {{z} + {y}} € [0,1), ezért az egész rész [z o y] = [z][y], valamint a tortrész

{zoy} = {{z} +{y}}.

Kommutativitds: Mivel a valos szamok szorzésa és Osszeadasa kommutativ felirhatjuk, hogy

zoy = [z|ly] + {{z} +{y}} = Wllz] + {{v} + {z}} =you
Tehat a miivelet kommutativ.

Asszociativitas: Legyenek x,y, z € R és jeloljik o = {z}, 5 = {y}, v = {z}. Ekkor
(roy)oz=lzoyl [+ {{roy} +{=}} = (llDlz] + { {a+ B} +},
vo(yos) = ol lyo]+ {{x} +{yoh} = W(Wll) + {a+ {8+ 1)}

Az egész részek mindkét esetben [z][y][z]. A tortrészek egyenlGsége abbol kovetkezik, hogy tetszdleges
u, v valos szamok esetén {{u} +v} = {u+v} = {u+ {v}}. Tehat

{{a+ﬁ}+’y}:{&+ﬁ+7}:{a+{ﬁ+’y}}.

Tehat (roy)oz=xo0 (yoz), azaz a miivelet asszociativ. (1 pont)

Semleges elem: Az e = 1 a semleges eleme a ,,0” miiveletnek. Valoban,
zoe=wol=[a] 1]+ {{z} + {1}} = [a] + {2} = =,

minden = € R esetén. (1 pont)

Invertdlhato elemek: Meghatarozzuk az invertalhato elemeket a ,,0” miveletre nézve. Ehhez legyen
x,x’ € R ugy, hogy x oz’ = 1. Ekkor

(][] + {{z} +{a"}} = L.

Az egész rész [z] - [2'] = 1 és a tortrész {{z} + {2’}} = 0. Mivel [z],[2/] egész szdmok, a szorzatuk
1 pontosan akkor, ha [z] = [2] € {—1,1}. Igy, hogy létezzen inverz eleme z-nek sziikséges, hogy
[z] € {—1,1}.
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

A tortrész pontosan akkor nulla, ha {z} + {2’} € Z. Figyelembe véve, hogy 0 < {z} + {2/} < 2,
ezért {x} + {2’} € {0,1}. Ha {2} = 0, vagyis x egy egész szam, akkor x = £1, és ekkor 2’ = z. Ha
{z} > 0, akkor {2/} = 1 — {x}. Tehat z € R szamnak van inverze a ,,0” miiveletre nézve, ponto-
san akkor ha [z] € {—1,1}, és az inverz 2’ = z, ha = egész szam, kiilonben 2’ = [x]+1—{z}. (2 pont)

A leghdvebb Abel-csoport megaddsa: Az eddigiek alapjan az invertalhato elemek halmaza [—1,0) U
[1,2), igy az M Abel-csoport ennek részhalmaza kell legyen. De ez a halmaz egy Abel-csoport a ,,0”
miveletre nézve. Valoban, a mivelet zart, hiszen az [z], [y] = 1 feltételbdl [z o y] = [z][y] = 1. A
zéartsag elég is, mert a tobbi csoport axiomat mar leellendriztiik. Tehat M = [—1,0)U[1,2). (1 pont)

b) Az 2(20%) = ¢ egyenlet megoldéaséhoz elészor levezetjiik az (™ alakjat. Kiszamitva az elsé néhany
hatvanyt.

n=1 20 =2 =[z]+ {z}.

n=2 2@ =zox=[z>+ {{z} + {2}} = [z]* + {2{=}}.

n=3 2 = 2@ ox — (& + {2(c}}) o — 12 o] + {{20a}} + {a}} = o] + (3La}}.

Ahol felhasznaltuk, hogy {{u} + v} = {u + v}. (1 pont)
A sejtés az, hogy ™ = [z]" + {n{r}}, minden n € N* és v € R esetén. Az n = 1,2,3 esetek

teljesiilnek, igy elég az indukcios lépést igazolnunk. Tegyiik fel, hogy = = [z]F + {k{z}} igaz
minden x € R esetén, valamilyen £ > 1 természetes szamra. Ekkor

2" = 2W o g = ([2]F + {k{2}}) oz = [2]* [2] + {{k{2}} + {2} }.
A tortrész esetén felhasznalva, hogy {{u} + v} = {u + v}, tovabb irhatjuk, hogy
P [ 1 (ko) + (o} = [+ {k + D}

Tehat teljesiil (k+1) esetén is. Igy a matematikai indukcié elve alapjan 2™ = [z]” + {n{z}} minden
n € N* és x € R esetén. (1 pont)

(2026) — ¢ egyenlet ekvivalens az

[2]29%6 + {2026{z}} = 1

Tudjuk, hogy e =1, igy az x

egyenlettel. Ez pontosan akkor teljesiil, ha [2]?°%6 = 1 ¢s {2026{x}} = 0. Mivel 2026 egy péros szam
fgy [x]?%6 = 1 azzal egyenértékd, hogy [z] € {—1,1}; ez két lehetség. (1 pont)

A tortrész pontosan akkor nulla, ha 2026{z} egy egész szam. Mivel 0 < {z} < 1 igy 0 < 2026{z} <
2026, vagyis 2026{z} € {0,1,...,2025}. Tehat {2026{z}} = 0 azzal egyenértékd, hogy

9

e Lo 1 2 2025
v "9026° 2026° "’ 2026
ez 2026 lehetGség.

Mivel egy szam egész részét és tortrészét egymastol fiiggetleniil megvalaszthatjuk, igy az egyenletnek
Osszesen 2 - 2026 = 4052 megoldasa van. (1 pont)
|
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

3. feladat (10 pont). Igazold, hogy a 2% = x3? egyenletnek pontosan hdrom valés megoldasa van!
Lasd be azt is, hogy ezek koziil pontosan egy racionalis!

Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha z > 0, akkor az egyenlGséget logaritmalva kapjuk, hogy = -In2 = 32 - In z, vagyis
Inz B In2
r 327
Vizsgaljuk az
Inz In2
- (0 —R = — —
fiiggvény valtozasat. (1 pont)
A fiiggvény folytonos és derivalhato az értelmezési tartoményan.
1—Inx
/ —
f (I‘) - ZE2 )
tehat f’(z) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha z = e. (2 pont)
A derivaltfiiggvény elGjele pozitiv a (0, e) intervallumon, ott a fliggvény szigortian névekvs, és az
elgjele negativ az (e, c0) intervallumon, ott a fiiggvény szigoruan csokkend. (1 pont)

Az f(1) <0, az f(e) > 0¢és lim f(x) <0, ezért az f(z) = 0 egyenletnek pontosan egy valos gyoke
T—00

van a (0, e) intervallumban és pontosan egy masik valos gyoke van az (e, 00) intervallumban.

(1 pont)
Ha z < 0, akkor a g(z) = 2% szigortan névekvd, folytonos és g(0) = 1, a h(x) = 232 fiiggvény pedig
szigoriian csokkend, folytonos és h(0) = 0, ezért az adott 2° = 232 egyenletnek pontosan egy gyoke
van a (—o00,0) intervallumban. Tehat az adott egyenletnek pontosan 3 valés megoldasa van.

(1 pont)
Valodi tért megoldasa az egyenletnek nem lehet, mert akkor 2% irracionalis lenne, és 2°? pedig
racionalis lenne, igy nem lehetnének egyenlGek. Az egyenletnek negativ egész megoldésa sem lehet
mivel ez esetben 2% < 1 és 232 > 1, igy nem lehetnének egyenlGek. (1 pont)
Vizsgaljuk milyen pozitiv egész lehet megoldasa az egyenletnek. Az 1 nem lehet megoldas és a 2 sem.

A me = 1;,)‘—22 egyenleten a kovetkezs ekvivalens atalakitasokat végezhetjiik:

Inz  8-In2 1n:1:_1n28 Inz  In256

T 832 0z 26 0 @ 256 (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy az (e, 00) intervallumon létezs egyértelmii megoldas a 256, és a fentiek alapjan
ez az egyetlen racionalis megoldas, tehat a masik két megoldés irracionalis. (1 pont)

4. feladat (10 pont). A (G,-) véges csoportnak A olyan részhalmaza, amely esetén 2|A| > |G|,
ahol |H|-val jeloljik a H halmaz elemeinek szamat. Vezessiik be az

r(g) =H(a,b) e AxAla-b=g}
jelolést, ahol g € G (tehét r(g) azoknak az (a,b) € A x A paroknak a szama, amelyekre a - b = g).

a) Szamitsd ki > r(g) értékét!
geG
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

b) Bizonyitsd be, hogy r(g) > 2|A| — |G|, minden g € G esetén!

¢) Hatarozd meg azokat az A részhalmazokat, amelyekre r(g) = 2|A| — |G|, minden g € G esetén!
Lukdcs Andor, Kolozsvdr
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az S; = {(a,b) € Ax A | ab = g} halmazok paronként diszjunktak, és minden (a,b) parhoz

pontosan egy g € G elem tartozik, ezért > r(g) = |A x A| = |A|]>. (2 pont)
geG

b) Az ab = g osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha a = gb™!. A gA™! = {gb~! | b € A} halmaznak
ugyanannyi eleme van, mint az A-nak, mivel a b — gb~! leképezés bijekcio A-r6l gA~1-re. (2 pont)
Ezért

r(g) = gAT NA| = |A] + |gA™! - [AUgA™| = [A| + [A| - [AUgA™| > 2|4] - |G|. (2 pont)
c) Ha minden g esetén r(g) = 2|A| — |G|, akkor az el6z6 alpontok alapjan kovetkezik, hogy

AP =) r(g) =Y (24| - |G]) = |GI(214] - |G]),

geG geG
ahonnan atrendezéssel az (|A| — |G|)? = 0, vagyis az A = G egyenlGséghez jutunk. (2 pont)
Forditva, ha A = G, akkor r(g) = |G| = 2|A| — |G| teljesiil minden g esetén, tehat a feltétel akkor és
csak akkor teljesiil, ha A = G. (1 pont)

Alternativ megoldds az a) és b) alpontra. Legyen |A| = k; |G| = n, tehat 2k > n. Vezessiik be az A
és G halmazok elemeinek a kovetkezd jelolését:

A=A{ay,a9,...,a1} és G={ay,a9,... a5 axs1,...,0,}.

a) Ha tekintjiik az A halmaz miivelettablajat, vagyis az

al a2 .. ak
ay | a1 aiaz - Q10
Qg | Q201 Q202 -+ G20
ag | A1 QG2 - -+ Qg

tablazatot, akkor tetszSleges g € G esetén r(g) a tablazatban ¢ el6fordulasanak szama, tehat a

> r(g) tulajdonképpen a tablazatban eléfordulo szamok szama, azaz
geG

> rlg) =k =AP. (2 pont)

geG
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

b) Tekintsiik a G mivelettablajat:

a1 a2 s ag Qg1 ce Qp,
a1 ai1a; a1a2 tet a1ag 1041 ce a10ap
%) a0 GG -+ G20k Q2041 -+ Q20n
Qg apaq agaz - GpQg Q1 R €7 (¢ 7%
Qk41 | Qp+1A1  Qp41QA2 - Ap41Qk | Ag4+10k4+1  °° Qk4+10p
(07% anaq anag e An A An Q41 tt AnQp

Egy tetszéleges g € G elem minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer szerepel, mert G
csoport. Igy az els6 k sorban legfeljebb n — k darab g szerepel a k + 1,...,n oszlopokban.

(2 pont)
Ez viszont azt jelenti, hogy legaldbb k — (n — k) darab g szerepel az els6 k oszlopban és els6 k sorban,
vagyis az A x A -nak megfelel részben a G miivelettablajaban. Ez pontosan azt jelenti, hogy

r(g) > 2k —n. (2 pont)
u

Alternativ megoldds a c) alpontra. A b) alpontban egyenléség pontosan akkor all fenn, ha |[gA~! U
Al =G|, de gA~' U A C G, vagyis ha

gATTUA=G, VYged.

Legyen g1, go € G tetszbleges. Irhatjuk, hogy g1 € goA"'UA. Ha g, ¢ A, akkor a fenti dsszefiiggésbol

kovetkezik, hogy létezik a € A ugy, hogy g1 = goa™', vagyis a = g; 'g; € A.

Osszefoglalva az elobbi részleteket, kovetkezik, hogy minden g1, 9> € G esetén, ha g ¢ A, akkor

g1 ! g2 € A.

Ennek az észrevételnek a felhasznéalaséval igazoljuk, hogy sziikséges és elégséges az A = G feltétel.

Valoban, ha létezik g € G gy, hogy g ¢ A, akkor valasszuk a g; = g és g» = g* elemeket. Ekkor

979, = g € A, ami ellentmondas. Ezzel igazoltuk, hogy sziikséges az A = G feltétel, ami viszont

elégséges is, hiszen ha A = G, akkor r(g) = |G| = 2|A| — |G| teljesiil minden g € G esetén. (3 pont)
[

Hivatalbol 6sszesen: 4 pont.

Tovabbi pontszam Gsszesen: 36 pont.
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