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IX. osztaly — II. fordulé

1. feladat (10 pont). Adottak x,y € R* ugy, hogy

[2f + 1}

25
2] +

ahol [a] az a szam egész részét jeloli. Mutasd ki, hogy

1
|2 |+22( 2)+27
|yl y

16
+ |y|+4

természetes szam!

Mastan FEliza, Nagybinya
Fodor Erika, Beszterce

Elsé megolddas. Hivatalbol

25
Az |x| és — szamokra felirva a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget

]

25 25
x|~

] +

1
Hasonloan a 16|y| és —— szamok esetén

Ay
1
16|y|+4| 22 16]y] - =4

Mivel
[2\/?+1} 8= [\/%] F14+8=5+9=14,

az eredeti egyenlGtlenség egyenértéki azzal, hogy

1
16y| + — < 14.
v oy
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Ugyanakkor lattuk, hogy
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

és az egyenl@ség akkor all fenn, ha

25 1
] = — & 16y[ =

|z Afy|”
. 1
vagyis |x| =5 és |y| = 3 (2 pont)
Tehat
|z 1
IT+221%+7 + 27 = /40 + 22(25 + 64) + 27 = /40 + 1958 + 27 = /2025 = 45.
Y )
Tehat a kifejezés természetes szam, értéke 45. (2 pont)
|
Masodik megoldds.
2V7+1]+8=[V28]+1+8=5+9=14. (1 pont)
Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket
] =a? |y =0
Igy az egyenlstlenség atirhato, mint
25 1
P+ 4160+ — — 14 <
<:>a+a2+ 6b+4b2 <0
— 10+ 2 16 4 <0
a? 40? —
5\ 1)°
= - = 4 - —] <0. 3 t
Yo a) -
Innen kovetkezik, hogy
5
a——=20 a*=5 ( )
a <~ 1 2 pont
1
h——=0 =g
2b
Tehét |z] =5 és [y = 3. (1 pont)
Elvégezve a szamitéast kapjuk, hogy
1
||£||+22 (x2 + —2) 427 = /5 -84 22(25 + 64) + 27 = V2025 = 45 € N. (2 pont)
Y Y
|
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

2. feladat (10 pont). Az ABC egyenld oldalt haromszégben legyen D az AC' szakasz bels6 pontja,
amelyre AD = k- DC. A BD egyenesen az FE pontot ugy vessziik fel, hogy BE = (k+ 1) - DE és
D a BE szakasz bels§ pontja. Hatarozzuk meg a k értékét ugy, hogy AE meréleges legyen az AB

egyenesre! Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az ABC egyenl§ oldala haromszogben legyen AB = BC = CA = a. Mivel BE = (k+1)- DE, ezért

BE
— =k+1
DE *

Mivel D a BE szakasz bels6 pontja, ezért

BD BE-DE (k+1)—1
DE  DE 1 N

k. (2 pont)

AD
Az AD =k - DC egyenlGséghbdl adodik, hogy D0~ k, tehat

AD  BD
DC  DE’
A Thalész forditott tételébsl kovetkezik, hogy AB || CE. (2 pont)
A hasonlésag alaptétele alapjan a DAB haromszog hasonlé a DC'E haromszoggel, igy
AB AD
CE DC
tehat
AB  a

Legyen F' a C pontbol az AB oldalra huzott magassag talppontja. Tudjuk, hogy az egyenls oldalu
haromszog magassiga egyben oldalfelezs is, ezért

AF =FB = %. (1 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Mivel FC' 1 AB és az AE 1 AB, ezért AE || FC. Masrészt AB || CE, kovetkezik, hogy az AFCE
négyszog téglalap, igy

AF =CE.
Tehat 0 a
2
ahonnan k = 2. (1 pont)
Ak =2esetben CE = § = AF és CE = AF, ezért AECF paralelogramma, amelyben CFA= 90°,
igy AE | AB. (1 pont)

Megjegyzés. Az el6z6 megoldast onnan folyatjuk, hogy AB || CE és k- CE = AB.

Ha k = 1, akkor az ABCE négyszog egy paralelogramma, ekkor BAE = 180° — ABC = 120°.
Feltételezhetjiik, hogy k # 1, ekkor vehetjiik az M pontot ami az AF és BC egyenesek metszete.

Ha k < 1, akkor B € (MC) és A € (ME), valamint BCE = 120° (belss Valtoszog ABC- gel) Ekkor
az MCFE haromszog tompaszogi C-ben, igy hegyesszogt az E pontban. Mivel BAE és AEC belss
valtoszogek, igy BAE tompaszog.

M
—"1*
c -0,
M \\sE"
o’
A
k > 1 esete k < 1 esete

Ha k > 1, akkor C € (BM) és E € (AM). Belatjuk, hogy BAM haromszog derékszogli A-ban
pontosan akkor, ha C' felez6pontja a BM szakasznak. Ha C felez6pont, akkor AC = BC = CM,
vagyis C' az ABM koré irt kor kdzéppontja és BM atmérd, tehat BAFE = 90°. Forditva, a BAM
haromszogben a szogek rendre 60°,90°,30°, és AC = BC. Tovabba AC = CM, mert az CAM =
CMA = 30°.

Az MCFE és M BA haromszogek hasonlosédga miatt

MC CE

1
MB AB k'
h

Tehat C felez6pontja a BM szakasznak pontosan akkor, ha k = 2. (5 pont)
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3. feladat (10 pont). Oldd meg a (2zy — 10)? = 422 + y%. egyenletet az egész szamok halmazén!

Mastan FEliza, Nagybinya
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenlet egyenértéki azzal, hogy

4a*y® — 40zy + 100 = 422 4 %
Mindkét oldalhoz hozzaadva 4xy-t, rendre kapjuk, hogy

4a?y* — 362y + 100 = (22 + )2,
2y — 9)? +19 = (2z +y)?,
(2zy — 9)* — (22 +y)* = —19. (2 pont)

Legyen a = 2zy — 9 és b = 2x + y. Ekkor
(a —b)(a+b) =—19.
Mivel 19 primszam, lehetséges felbontasok:
(a—b,a+0b) € {(-1,19), (1,-19), (—19,1), (19,-1)}.
Innen koévetkezik, hogy
(a,b) € {(9,10), (-9, —10), (-9, 10), (9, —10)}. (2 pont)

Tehat az aldbbi rendszereket kapjuk:

20y —9 =9 . 22y — 9 = -9 . 20y — 9 = -9 . 22y —9 =9
Vi Vi Vi
2% +y = 10 & 2w 4+y=—-10 & Y2z 4y =10 & oz 4y =10

1. eset: Az 2y = 9 és 22 + y = 10 egyenletekbdl a 222 — 10z + 9 = 0 egyenlethez jutunk. Ennek
diszkrimindnsa A = 100 — 72 = 28 nem négyzetszam, tehat nincs egész megoldas. (1 pont)

2. eset: Az xy =0 és 2x + y = —10 egyenletekbdl
(z,y) € {(0,-10),(=5,0)}. (1 pont)
3. eset: Az zy =0 és 2z + y = 10 egyenletekbdl
(z.9) € {(0,10), (5,0)}. (1 pont)

4. eset: Az xy =9 és 2x+y = —10 egyenletekbdl a 222 + 102 +9 = 0 egyenlethez jutunk, amelynek
nincs egész megoldasa, mert A = 28. (1 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Az egyenlet megoldasai
(x,y) € {(0,-10), (0,10), (=5,0), (5,0)}. (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy egy konvex négyszog akkor és csakis akkor ortodiagonalis
(4tloi merdlegesek egymaésra), ha szemben fekvs oldalainak négyzetisszege megegyezik!

b) Igazold, hogy ha egy kor koré irhato négyszog ortodiagonalis, akkor deltoid (az egyik atloja a
szimmetriatengelye)!

Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen az ABC'D konvex négyszog oldalainak hossza AB = a, BC =b, CD = cés AD = d.
Legyen O az atlok metszéspontja és jeloljiik az alabbi szakaszokat: OA = x, OB =y, OC = z és
OD =t.

Pitagorasz tételét alkalmazva az AOB, BOC, COD és AOD derékszogt hdromszdgekben felirhatjuk
az alabbi Osszefliggéseket:

R=r2ty?, P12+, E=2+8L & E=a2+8
Innen belathatjuk, hogy a? + ¢ = b? + d?. (2 pont)

A reductio ad absurdum modszerét alkalmazva feltételezziik, hogy a? + ¢ = b? + d?, de AC és
BD nem merdlegesek egymasra.
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztély

A mellékelt dbran lathatéo moédon megszerkesztjiikk az AE 1 DB és CF 1 BD szakaszokat. Jeloljiik
AE =z, FB =y, FC = z és DE = t, valamint FF = «. Pitagorasz tételét alkalmazva az AEB,
BFC, CFD és DEA haromszogekben:

=2+ (a+y)? P=2+yh C={t+a)l+2% =2+t
Mivel a? + ¢ = b + d?, ezért felirhatjuk, hogy
2?4+ +2ay+ 12+ 20t + o+ 22 =22+ 42 + 12
ahonnan a(2a + 2y + 2t) = 0, tehat « = 0, vagyis az E és F pontok egybeesnek, ezért AC' L BD.
(2 pont)

b) A négyszog AB, BC,CD és DA oldalai a kort rendre az E, F, G és H pontban érintik.

A « E
-~ Ié] B
B
«
F
H
v
5 L
Y
G
1)
D

Jeloljik AE = AH =a, EB=BF =3, FC=CG =~¢é GD = DH = 6. Ha az ABCD négyszog
ortodiagonalis, akkor az a) alpont alapjan szemben fekvd oldalainak négyzetosszege egyenls, tehat

(@+ B8P+ (v+0)°=(a+6)>+(B+7), (1 pont)
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VIII. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

ahonnan aff + v = ad + [, ezt pedig atrendezve kapjuk, hogy

a(f=0)=1(B—-0)=0 = (a=7)(B—-0)=0, (1 pont)

tehat o =~ vagy = 4. (1 pont)
Ha a = v, akkor az ABC' és ADC haromszogek egyenld szartak, tehat BD szimmetriatengelye az
ABCD négyszognek, tehat ABCD deltoid. Hasonléan ha g = §, akkor AC' szimmetriatengelye az
ABCD négyszognek, tehat ABCD deltoid. (2 pont)

5. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy az A = {1%,2% 3% 42 52 6%, 7% 8%} halmaznak van két olyan
négyelemi diszjunkt részhalmaza, amelyek elemeinek Osszege egyenls!

b) Igazold, hogy a B = {12,22,32,...,2024%} halmaznak van két olyan B; és B, diszjunkt részhal-
maza, amelyekre By U By = B és B elemeinek Osszege egyenls a By elemeinek Osszegével!

Kocsis Attila, Déva
Németi Monika, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az A halmaz elemeinek Gsszege
124+ 2% 432 442 + 52 + 62 + 72 + 8% = 204,
tehat a két részhalmazban levé szamok Gsszege 102, paros szam. Ezért vagy négy ugyanolyan parita-
st szam kell legyen egy részhalmazban (ez nem elégiti ki a feltételt), vagy két paros és két paratlan
szam kell legyen egy részhalmazban. Mivel 12 + 42 + 62 + 7% = 22 + 32 4+ 5% + 82, ezért a két halmaz
{12,42,6%, 7%} és {22, 32,52, 8%}. (3 pont)
b) Felhasznaljuk az a) alpontban kapott eredményt, igy
P +42+6*+ 7" =22 +32+ 5%+ 8.

Mindkét oldalhoz hozzdadva 4 - (8k)* + 36 - (8k)-t, azt kapjuk, hogy

(8k+1)* + (8k +4)* + (8k +6)* + (8k +7)* = (8k +2)* + (8k +3)* + (8k +5)* + (8k +8)%. (3 pont)

Mivel 2024 oszthatd 8-cal, ezért az els6 2024 nemnulla négyzetszamot 8-as csoportokba osztjuk,
majd a nyolcas csoportokbdl az el6bbi azonossaghban a bal oldalon megjelené 4 szamot a Bj-be, a
jobb oldalon megjelend 4 szamot a By-be soroljuk:

By = {(8k +1)%, (8k +4)?, (8k + 6), (8k + 7)* | k = 0,252},
By = {(8k +2)?, (8k + 3)%, (8k + 5)%, (8k +8)* | k = 0, 252}. (3 pont)
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6. feladat (10 pont). Egy négyzetracsos lapra rajzolt tetszéleges racstéglalap felbontésa alatt azt
értjiik, hogy olyan négyzetekre bontjuk, melyek csiicsai racspontok, oldalaik pedig parhuzamosak a
téglalap oldalaival, és amelyek belsejei diszjunktak. A téglalap minden ilyen lehetséges felbontasa
mellé odairjuk a felbontédsban szerepls legkisebb négyzet oldalhosszat.

Rajzolhat-e Norbi olyan m x n-es téglalapot, amely esetén a leirt szamok koziil a legnagyobb szam
a 2025, illetve az m és n szamok legnagyobb kozos osztoja:

a) 2026, b) 2025, c) 1.

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Nem rajzolhat. Feltételezziik, hogy az m és n szamok legnagyobb kozos osztoja 2026. Mivel
2026 | m és 2026 | n, ezért létezik ilyen felbontas. Ebben a legkisebb oldalhosszisag, amit haszna-
lunk az 2026, igy ennek is szerepelnie kell a lapon, tehat nem lehet 2025 a Norbi altal leirt legnagyobb
szam. (2 pont)

b) Igen. Példaul legyen m = 2025, n = 4050. Két darab 2025 x 2025-6s négyzetre felbonthato a
téglalap, ebben az esetben 2025 a legkisebb oldalhosszisag, amelyet felhasznalunk, tehat 2025 va-
loban szerepel a lapon. Ennél nagyobb négyzetet azonban nem hasznalhatunk, hiszen m = 2025,
igy az kilogna a téglalapon kiviilre. Tehat ekkor valoban 2025 a lapon szerepls legnagyobb szam és

Inko(2025, 4050) = 2025. (2 pont)

c) Igen, rajzolhat. Példaul legyen k = 2025, m = k+ (k+1) =2k+1ésn = k(k+1). Az
eredeti m x n-es téglalapot felbontjuk két téglalapra: egy fenti k x k(k + 1)-es téglalapra és egy lenti
(k+1) x k(k + 1)-es téglalapra. Tekintsiik azt a felbontést, ahol a fenti k& x k(k + 1)-es téglalaphoz
kizarolag k x k méretdi négyzeteket hasznalunk (van ilyen, hiszen k | k és k | k(k + 1)). Analog
modon pedig az also (k4 1) x k(k + 1)-es téglalaphoz csak (k+ 1) x (k + 1)-est hasznalunk. Ekkor
a legkisebb oldalhossztsag, amit hasznalunk, az k, tehat ez valoban szerepel a lapon. (2 pont)
Lassuk be a reductio ad absurdum modszerével, hogy

Inko(2k + 1, k(k+1)) = 1.

Legyen p egy olyan prim, melyre p | 2k +1 és p | k(k+ 1), ezért p | [2k(k+ 1) — k(2k + 1)], ahonnan
p |k, igy p| 2k, de p | 2k + 1, ellentmondas, tehat

Inko(2k + 1, k(k+1)) = 1. (2 pont)

Ha lenne k-nal nagyobb szam a lapon, akkor lenne olyan felbontas, ahol minden négyzet oldalhosszu-
saga legalabb k + 1. Ugyanakkor a nagy téglalapnak Osszesen 2k + 1 sora van, igy ez csak ugy
lehetséges, ha csak (2k 4+ 1) x (2k + 1)-es négyzeteket hasznalunk, ezért

2k + 1| k(k+1),

de az elébb belattuk, hogy
Inko(2k + 1, k(k+1)) =1,

ez ellentmondés. Tehat valoban k a legnagyobb szam a lapon ez esetben, és Inko(m, n) = 1, ha pedig
k = 2025-t helyettesitiink, adodik a feladat allitasa. (1 pont)
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Megjegyzés. A c) alpontban a versenyzd meg kell adjon egy m x n-es téglalapot, amelyrdl ellen-
6riznie kell, hogy

1. Inko(m,n) =1, (1 pont)
2. van olyan felbontasa, amelyben a legkisebb négyzet oldalhossza 2025, (2 pont)
3. barmely felbontasa esetén a leirt szamok koziil a legnagyobb 2025. (2 pont)

[ |

Hivatalbol 6sszesen: 6 pont.

Tovabbi pontszam OGsszesen: 54 pont.
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